
　　　　　Banach空間における微分（Ｉ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　関本年彦

　序

　Banach空間における微分は，関数空間を扱うのに役立つほか, Euclid

空間の多変数関数の微分について見通しのよい鳥瞰が得られる利点があ

る。

　既に, H. Cartan〔3〕，S. Lang 〔4〕等の中に優れた解説があるが，

和文の成書は未だ見当らないので敢て解説を試みた次第である。もとより，

数学的に新しい内容は何も含んでいないが，有限増分の定理の証明に際し

て無限次元線形空間の取扱いに基本的なHahn-Banachの定理を用いてみ

た，これは，本文中にも触れておいたF. and Ｒ. Nevalinna f 5〕，Ｒ.

Abraham and J.E. Marsden〔2〕によるEuclid空間の有限増分の定理

の証明法を無限次元線形空間の場合に翻訳した形になっており，一つの自

然な証明法であるように思う。

　本稿は本誌に掲載する一回の分量としては多過ぎてしまい，全体を（Ｉ），

（Ⅱ）に分割して二回に分けて掲載して頂くことにした。その結果，本論に

当るBanach空間における微分の解説は（Ⅱ）で行い，（Ｉ）ではそのため

の準備を述べている。

　本学の松江教授には，本稿に関連する議論にお付合い頂き，益する処が

多かった。お礼を申し上げる。

　本稿は，成城大学教員特別助成による研究の一部であることを付記する。

　　　　　　第１章　ノルム空間の基本事項

　本稿で扱う線形空間はすべて実数体Ｒ上のものである。
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　この章における関数解析にかかわる諸事項の論述は，主として伊藤清三

・小松彦三郎〔1〕の第３章に負っている。

　§Ｉ　Banach空間の定義

　£を実数体Ｒ上の線形空間とする。£上の関数ズj→|刺ＥＲ゛（Ｒ゛は実

数）0の集合）で以下の性質を満たすものをノルムという：

　N1　ズ＝Oぐ⇒＼x＼=0;

　N2　1ズ十タ図l刺十＼y＼ (三角不等式）；

　N3　＼xt＼ = ＼t目刺。

　ここでズ，ｙは£の任意の元，ｚは任意の実数である。性質N1, N2,

N3をノルムの公理という。

　ノルムが指定された線形空間をノルム空間という。ノルム空間には

lズーylにより距離が定義される。三角不等式から直ちに川剛一削l（

|ズーｙlを得るが，これからノルムは連続（さらに，一様連続）であるこ

とがわかる。

　命題1. 1.へ　Ｅ，　Ｆをノルム空間，f:£→Ｆを一様連続である写像

とする。（ら）（O（ｇ）を£のCauchy列とすると，（/（ら））（O（絢はＦ

のCauchy列となる。

　〔証明〕ｆの一様連続性により，任意の実数ｓ＞Oに対し

であるような実数ｒ＞Oが存在する。（心）がCauchy列であることから。

ある整数no>Oにより，整数μ）馬，瓦）Oに対して1ら４－ｘＪ（ｒが

成り立つので，このときげ（ら４）－f（恥）l命となる。ロ

　§２　連続線形写像

　Ｅ，Ｆをノルム空間とする。
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　定理1. 2. 1　線形写像f:£→Ｆに対し，つぎの三つの性質は同等で

ある：

　(ａ)ｆは£の各点で連続である；

　(b)fは原点で連続である；

　(C) ＼f(x)＼は単位球＼x＼<lにおいて有界である。

　〔証明〕(ａ)⇒(b)は明らかである。(b)＝〉(ｃ):仮定により，ある実数ｒ＞0

を岡（ｒニ〉げ(ズ)図1が成り立つように選ぶことができる。したがって

1到≪1今げ(ｘ)|≪1/ｒを得る。

　(ｃ)⇒(ａ):実数訂＞Oを1副≪1今lf(み)図訂となるように選び，ズを

£の任意の点，ｓ＞oを任意の実数とすると㈲〈s/Ｍ＝〉げ(ズ十h)-f{x)＼

＝げ(/z)図ｓが成り立つ。ロ

　系　連続な線形写像f:£→Ｆは一様連続である。

　〔証明〕ｆが連続ならば(ｃ)によりある実数訂＞oが存在して，任意のズ，

jyＥＥに対してlf(ズ)-ﾀﾞ(v)|<Mlズー到が成り立つからである。ロ

　記号　£からＦへの連続な線形写像全体から成る集合を£(Ｅ;Ｆ)で

表すことにする。£{E; F)はＲ上の線形空間である。

　定義　£{E; F)からＲ＋への関数f･→!!/llを

により定義する。　この関数は§１のノルムの公理Nl,2, 3を満たすので

線形空間£(E; F)上のノルムである。

　任意のｘｅＥに対して

が成り立つ。さらに, M>0を各ｘｅＥに対して

であるような実数とすると，岡≪1とすればlf（ズ）図訂であるから

sup lf（葡図訂，すなわち‖fl㈲訂である。したがっていげllは（1.
1ズ1４1
2｡ 3）であるような最小のＭ）0であることがわかる。
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　定理1. 2. 2　ＦがBanach空間であるならば，£(E; F)もBanach

空間である。

　〔証明〕(八)(0≪μ)を£(E; F)内のCauchy列(すなわちパl八４一

八=→0個→oo)が成り立つ列)とするとき, 11/一八ll→O(μ→ｏｏ)であるよ

うなﾀﾞ∈£(Ｅ;Ｆ)の存在を証明すればよい。£の点ｘを任意にとって固

定して考えると, Banach空間Ｆ内の点列(八(ズ))(0≪絢は|八+Jc(x)一

八(ｘ)図=八４一八HI到→O(ｇ→oo),すなわちCauchy列であるからＦの

完備性により収束する。そこで，各ｘｇＥに対し，(八(ズ))(0≪μ)の収

束点を対応させる写像£→Ｆをｆとする。

　ｆの線形性:lf(ズ)十f(jy)－f(ズ十jy)l絹f(ズ)一八(ズ)|十lf(y)一八(y)＼

十|八(ズ十ｙ)－f(ズ十夕)|→0(μ→CX))とげ(が)－ぴ(ズ)|引f(が)一八(が)ｌ

十|びn(x)-び(ズ)|→o佃→oo)とからｆの線形性が得られる。ここで，ズ，

y^E, te≡Ｒである。

　ｆの連続性：整数7zを十分大きくとれば，任意の整数た＞Oに対して

=八４一八|図1が成り立つ。|ズl≪1として，ｋを十分大きくとれば＼f{x) ＼

帽八+
}c(X)
1＋1帽匹４=＋1であるが，H八摺図ll八li＋11八４一八l図ll八H＋

１であるから

を得る。したがって，定理1.2.1，(ｃ)によりｆは連続である。ロ

　£が有限次元であれば，後で述べるようこ(定理1.8.2)£からＦへ

の線形写像はいずれも連続である。£が無限次元である場合には，つぎの

例(1)に示すごとく連続でない£からＦへの線形写像が必らず存在する。以

下に二つの連続でない線形写像の例を示すが，例(1)では選択公理と同等な

整列定理を用いている。例(2)では選択公理ないしはそれと同等な定理を用

いていない。

　例(1) Eを無限次元ノルム空間とし，(ら)(αＥＡ)を池l＝1であるよ
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うな基底とする。添字集合Ａを整列定理によって整列させ，順序数の集合

{I, ■■･,n.…}と考える。このとき，ｃ＝4＝OをＦの元とし，有限順序数，

すなわち整数μに対してはf(ら)＝ａ，無限順序数αＥＡがあればﾀﾞ(Ｇ)

　－＝Oとすることにより線形写像f:£→Ｆを定義すると, ＼f(x)＼は£の

単位球|刈≪1上で有界でない。したがって定理1.2.1，(ｃ)によりｆは

連続でない。

　(2)有限個の項を除いたすべての項がＯであるような実数列全体から成

る集合を£とし, {an)l<n, {hn)l<n^E, te≡Ｒに対して

によって加法とスカラ積を定義すると£は線形空間となる。また，石上

にノルムを

と定義する。£の各元(ら)1・にbn=nanであるようなどの元(配)1・

を対応させる写像f:£→£は線形写像であり，各μ）1に対し第ﾀz項の

みが１で他項はすべてＯであるようなどの元をe(7゛)で表すとパが)|＝1．

1f(ど))レフzであるから，£の単位球岡≪1上でlf(ズ)|は有界でな

い。したがって，定理1.2.1，(ｃ)によりｆは連続でない。

　§３　Hahn-Banachの定理とBanachの定理

　この§では無限次元ノルム空間の取扱いに基本的な標題の二つの定理を，

本稿に必要な範囲に制限した形で述べる。

　£を線形空間とするとき，£からＲへの線形写像を£上の線形汎関数

という。

　定理1. 3. 1 (Hahn-Banachの定理)£をノルム空間，Ｆを£の部

分空間とするとき，Ｆ上の線形汎関数ｆで
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を満たすものは，石上の線形汎関数ｇで，Ｆ上でｆと一致し

を満たすものに拡張することができる。

　〔証明〕(I)はじめに｡ Ｅ＝Ｆ十αＲ(αＥＥ)であるような場合について証

明する。ａｅＦのときはＦ＝£となって定理は自明なものとなるので，以

下ではα申Ｆとする。ズ，ｙをＦの任意の二元とするとf(ズ)－f(y)＝ﾀﾞ(ズ

ーy)≪匯十司十|一jy一司であるから

を得る。そこでα＝inf(－f(ズ)十|ズ十副)とし，ゆoを実数とするとαz
　　　　　　　　　　　x&F
≪一f(が)十|が十副で，もともとズはＦの任意の元であったから，任意

のズＥＦに対して

が成り立つ。αの定義と(1. 3. 2)から一f（y）一ly十副≪αを得るが，

これを用いるとf＜Oの場合も(1. 3. 3)が成り立つことがわかる。£の

元は一意的にズ十�（ｘｇＦ）と表せるから

により定義される£上の線形汎関数ｇが求めるものとなる。

　(II) Eが一般の場合について証明する。Ｆ⊂亙⊂£であるような部分

空間亙上の線形汎関数/zで，Ｆ上でｆと一致しバｘｅＨに対してh{x)

≪岡となるような/z全体の集合を啓とする。/z1，/z2∈啓に対して

　　　　　　　　瓦が定義されている部分空間Hi{i=l, 2)について

　　瓦＜瓦ぐ⇒
|

亙1⊂Ｈ２。

　　　　　　　　ズEj7'1に対してh,(x)=hz(x)

により啓上に順序を定義する。(iを啓の全順序部分集合とすると，(瓦の

すべての元/zの定義域の合併(＝£の部分空間である)上の線形汎関数で，

各/zＥ(iの定義域上で/zと一致するものは，啓の元で(iの上界となって

いる(すなわち，啓は帰納的順序集合となる)から, Zornの補題により
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脊は極大元ｇ:Ｇ→Ｒをもつ。Ｇ＝£であればｇが求める線形汎関数で

ある。そうでないとすると，元ａｅＥｎＧ・が存在し，部分空間Ｇ十αＲ

を考えるとこれはＧを真に含む部分空間で，（Ｉ）で証明したようにこの

上で定義されるgoE7yが存在することになる。しかしながら，goはｇの

真の拡張となっており，ｇの極大性に反するからＧ＝£でなければなら

ない。ロ

　系　£をノルム空間とする。

　　　　　　　　　　　　－　(i) Eの任意の元ズ≒Oに対し

となるような八ｅＬ(£;Ｒ)が存在する。

　(ii) Eの元ズについて，すべてのｆＥ£(£;Ｒ)に対してy｀(ズ)＝oで

あるならばズ＝Oである。

　〔証明〕㈲は(i)から明らかである。

　(i)の証明：各ｔＥＲに対してｇ(が)＝lｘμにより定義される部分空間

ズＲ上の線形汎関数ｇを考えると，ｇ(が)引頑　であるから, Hahn-

Banachの定理により£上の線形汎関数八で，部分空間ズＲ上でｇに一

致し，各へμΞＥに対して八(y)≪＼y＼であるものに拡張できる。この不等

式から，各戸≡£に対して

が得られるから，八は連続であり(定理1. 2. 1,(b)),(1. 3. 4)と肌(ズ)１

＝岡とからII八=＝1を得る。ロ

　補題　Banach空間£において，閉部分集合の列ＡＩ，…，Ａ。，…の

合併が£に等しければ，少なくも一つのＡ,,は内点を持つ。

〔証明〕背理法により証明することにし，どのＡ。も内点をもたないこと

を仮定する。この仮定により，£＼ＡＩ(＝£ｎＡＩ)は空でない開集合である

　　　　　　　　　ｰから，ある点ズ1とある閉球Ｂ(ズ1，sl)＝{ズ∈£:lズーズil<ei}(£i>0)を
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含む。£とAIを，それぞれ開球Ｂ(Ｘ。 £，)＝{ズ∈£:iズーズ11＜sl}とA2

にかえれば，点‰ｇＢ(ズ1，ε1)＼A2と開球刃で扁‾‾7J⊂召(ズ1，ｓl)＼A2の

存在が知られ，ここでｓ2≪ｓl/2とすることができる。このような操作を

繰り返すことにより，各整数μ）１について

を満たすような点心，開球Ｂ(ら，ら)，正数らが得られる。整数μ，た

）１に対してl心４－心|（Σ|ら４一心+≪-ll≪ΣSn+i-i≪ｓl/27゛-2であるか

ら，点列(心)(1≪絢はCauchy列であり，£の完備性からば一ズＪ→0

佃→oo)となるような点ｘｅＥが存在する。(1. 3. 5)を用いると，各箆，

j岸１についてら４∈瓦Eこ‾こであるからズ∈瓦石‾こ⊂Ａ;となり。

ｘＥ£＼(ＵＡ。)＝○という矛盾が生じる。

　定理1. 3. 2 (Banachの定理)Ｅ，　ＦをBanach空間とすると，連

続で全単射である線形写像fこＥ→Ｆはノルム空間の同形となる(すなわ

ち，f-1も連続となる)。

　〔証明〕f-1の連続性を証明すればょいのであるから，以下ではＦを£

の原点を中心とする閉球岡＜ｓ(s＞0)とし，f(ｙ)がＦの原点の近傍で

あることを証明する。はじめに，閉包囲巧“がＦの原点の近傍であるこ

とを示す。 ｙlを£内の閉球匯図s/2とし, nV,= {μズ：ｘＥｙｌ}とおく

と£＝Ｕが/'1である。したがって，Ｆ＝Ｕが(ｙl)であり，補題によりあ

るμ尺ｙDは内点を含む。写像yl→ｙlnはＦからＦ上への位相同形で

あるから，この写像による好で阿5の像である八ｙjも内点ｙoを含む。

正の実数ｒを召(jyo，ｒ)＝(ｙ≡Ｆ:Ly－yol＜埓⊂囲ｙ7)となるようにとる

と> -yo十召(タo，ｒ)＝{－ｙo十タ：ｙＥ召{タ0, r)) =召(仇杓⊂-yo十八V7)

である。ここで，一V^={一ズ:ズＥｙｌ}＝ｙｌおよびｙ1十ｙ1＝{ズ十ｙ：ズ，

ｙＥｙ,}⊂ｙを用いればB(0, r)⊂八阿卜卜囲珂j⊂囲巧戸ワワフy⊂八百

が得られ
，戸ｙうかＦの原点の近傍であることが示された。
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　つぎに，ここに得られた結果を用いてf(Ｆ)がＦの原点の近傍である

ことを証明する。各整数ﾀゆ1に対して，らを£の閉球|ズ|≪s/27‘と

すると，上の結果からＦの開球耳気＝{ｙ≡Ｆ: lyl＜ら}をＷ'Ｊ=ﾐ戸冗）

ら→0(ﾀz→ｏｏ)であるように定めることができる。そこでｙを雨1の任意

の点とする。ｙＥ八i可であるからｙの近傍ｙ十lｙ2はf(ｙl)と交わる

ので，f(ズ1)Ejy十軍2であるような点ズ1Eｙlが存在する。つぎに, y.

flをそれぞれｙ－f(ズ1)，f2におきかえれば，/(ズ2)Ｅｙ－f(稲十WT3で

あるような点ズ2Eｙ2の存在がわかる。このような操作を繰り返せば，各

ｇ）１に対してjy－f(ズ1)－…－f(ら)ＥＷｉ±1であるような点ｘＪ≡ｙ。が

得られ，ら→O佃→oo)であったからlｙ－Σf(石)|→O(ﾀz→oo).すなわち

ｙ＝Σ八恥)である。　一方，整数n, k>lに対して|ら±1十ら±2十…十
　ｓ=1　i　　　　　　た　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cｘ)
恥４図Σ14詞≪Σe/2"+*≪♂-1であるからΣ恥はCauchy和であり，

　　　仁1　　　　糾1　　　　　　　　　　　　n=l　　　　００　　　　　ＣＫ)£の完備性により収束するが，ｆの連続性を用いればf(Σら)＝Σ八恥)

＝jyである。そして，ズ1十…十恥Ｅｙｌ十…十ｙj⊂ｙで，Ｆは閉集合であ

るからΣ心Ｅｙ，したがってjyEf(ｙ)を得る。jyが秤iの任意の点であ

ったからｎへ⊂f(ｙ)，すなわちハｙ)はＦの原点の近傍である。ロ

　§４　ノルム空間の同形

　この§ではＥ， Ｆをノルム空間とする。

　定義1. 4. 1　線形同形/:£→Ｆが位相同形，すなわちｆおよびf-1

が連続であるときｆをノルム空間の同形ということにする。また，£から

Ｆ上へのノルム空間の同形が存在するとき，ノルム空間Ｅ， Ｆは互いに

同形であるという。

　とくにＥ，ＦかBanach空間である場合には，Ｂａｎａｃｈの定理(1.3.

2)により連続な線形同形£→Ｆはいずれもノルム空間の同形になる。

　定義1. 4. 2　ρ1，ρ2を£上の二つのノルムとするとき，石上にノル

ムとしてρ1を定めたノルム空間瓦と，ノルムとしてρ2を定めたノルム
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空間£2とが考えられる。このとき，恒等写像

がノルム空間の同形ならば，ノルムρ1とρ2とは互いに同値であるという，

　ρ1とρ2が互いに同値であることは，定理1.2.1，（ｃ）によりつぎの条

件と同等である：

　実数辨＞0，訂＞0が存在して各ｘｅＥに対し

　さらに，稿(ｒ)＝{ズ∈£:pi(ズ)＜糾(0＜ｒＪ＝1，2)とおくと，(ｙl(ｒ))

(0≪ｒ)，(F2(ｒ))(0≪ｒ)をそれぞれ原点の基本近傍系とする£の二つの

位相は同一の位相である。

　ノルム空間£(E; E)において，任意の二元/，　ｇの合成写像ｇ・ﾀﾞは

また£(Ｅ;Ｅ)の元となる。ズ∈£に対して

であるから（1.2.2）

が成り立つ。

　定理1. 4. 1　£をBanach空間とする。fE£(E;E)について，

ll/il<lならば写像7－fはノルム空間の同形である。

　〔証明〕7－fは連続であるから，7－fが全単射であることさえ証明すれ

ば，あとはBanachの定理(1. 3. 2)により7－fはノルム空間の同形

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　削國

となる。無限和見戸を考える。ここで，fo＝Ｉ，戸＝yごで守とする。

　?z十ゐ　　　　?l十ゐ　　　゛‰４=Σf゛|図Σ|lf州≪Σ=flliであるから，=f=＜1より上の無限和はCauchy

和である。£がBanach空間であるから，定理１．２．２によりL{E;

£)もBanach空間であり，完備性によってあるｇＥ£(Ｅ;Ｅ)に対して

【Ｘ】|Σ戸＝ｇが成り立つ。　このｇに対して(7－f)・ｇ＝ｇ・(7－f)＝7を得る

から，写像7－fは全単射である。ロ

　　　　　　　　　　　　　　－143(10)－



　記号　£からＦ上へのノルム空間の同形全体から成る集合を記号

Isｏｍ(£;Ｆ)で表すことにする。 lｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)⊂£(Ｅ;Ｆ)であり，とく

にＥ，ＦかBanach空間であるときつぎの定理が成り立つ。

　定理1. 4. 2　Ｅ，　ＦをBanach空間とする。

　(ａ)Isｏｍ(Ｅ;Ｆ)はノルム空間£(E; F)の開部分集合である。

　(b)写像

は連続である。

　〔証明〕(ａ)fElｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)とするとき，/zＥ£(Ｅ;Ｆ)のノルム=祠

が十分小さければf十辰≡lｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)であることを示せばよい。μ一

f-1・(f十万)||＝=μ1・み=≪Hf-11日面|であるから，前定理により|冽＜1/

け-1=ならばﾀﾞｰ1・(f十八)はノルム空間の同形である。したがって，この

ときy十/zもノルム空間の同形，すなわちy十尨≡lsｏｍ(Ｅ;Ｆ)である。

　(b)fElｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)，ｋｅＬ(Ｅ;Ｆ)とし，μ=＜1/Hf当を仮定する。

このとき(ａ)によりﾀﾞ十か≡lsｏｍ(£;Ｆ)であり，仮定から||Λ1・h＼＼<lで

あるから(7十f-1・/z)-1＝Σ(一戸1・hyが成り立つ。したがって

を得るが，これは写像ゅが連続であることを示している。ロ

　定義1. 4. 3　ノルム空間の同形f:£→Ｆ貳各ＸＥＥに対して

を満たすとき，ｆを£からＦ上への距離同形といい，£からＦ上へ距

離同形が存在するとき£とＦとは互いに距離同形であるという。また，

距離同形ｆにより£とＦとが互いに距離同形であることを
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と書くことにする。

　例　写像　ゆ:£(R;E)→£

を考えると，=fll＝ｍａｘ(lf(1)1，1f(－1)|)，lf(1)|＝lf(－1)lである

から

である。そこで，以後とくに断ることなく£(Ｒ;£)と£とを同一視す

る。

　§５　積ノルム空間と直和ノルム空間

　£1，…，Ｅ．を有限個のノルム空間とする。　これら瓦(1≪沁絢の積

集合£＝£1〉〈…〉く五≒は，加法とスカラ積を

と定義することにより線形空聞となる。　ここで，恥，:yｉｅＥｉ(1≪f≪ｇ)，

沁Ｒである。さらに，この積線形空間£上でノルムを

により定めると，このノルムはノルムの公理N1, 2, 3 (§1）を満たし，

£はノルム空間となる。このノルム空間£をノルム空間瓦（1≪沁絢の

墳ノルム空間ということにする。

　各1≪i≪,zについて，線形写像

を瓦から£への標準単射といい，また線形写像

　(1. 5. 3)πべ恥…, Xn)=Xi(3CｖＧ:Ｅｆｃ，1≪k≪筒)

を£から瓦への射影という。積ノルム空間のノルムの定義(1. 5. 1)に

より
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であるから，各叫，１:ｔ(1≪政μ)は連続である。

　定理1. 5. 1　有限個のノルム空間£1，…，Ｅ７，かいずれも完備ならば，

それらの積ノルム空間£＝瓦〉〈…〉く£いも完備である。逆に，積ノルム空

間£が完備ならば，各ノルム空間瓦(1≪政μ)も完備である。

　〔証明〕各瓦(1≪政絢は完備であるとする。(ズ(“))(αＥＮ)を£のCauchy

列とし，これが収束することを示せばよい。Ｎは自然数の集合である。各

1≪政利こついて(7Q(ズ(’)))(αＥＮ)はCauchy列であるから(命題1.1.

1，定理1. 2. 1の系)ある点λｉｅＥｉに収束する。ここで，瓦の連続性

により

逆も同様に証明できる。ロ

　この定理により，積ノルム空間瓦〉く…〉くＥ７，を，各瓦(1≪沁絢が

Banach空間であるとき積Banach空間ともいうことにする。

　£を線形空間, E,,…‥ZE≒を£の部分空間とする。£がこれらの部

分空間の代数的直和になっているとき，すなわち

であるとき，各ズ∈£のズ＝Σ石（恥∈瓦）なる表し方は一意的であるか

ら，線形写像

は£から£1〉い･〉ｄ乙上への線形同形である。これを瓦(1≪沁絢の直
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和線形空間からそれらの積線形空間への標準同形という。Ｅかノルム空間

であるときには，£の任意の部分空間は£上のノルムをその部分空間に

制限して得られるノルムによりノルム空間となる。

　定義　ノルム空間£がその部分空間Ｅ１，…，瓦の代数的直和であっ

て，£から瓦〉く…ｘ瓦上への標準同形(1. 5. 4)がノルム空間の同形

であるとき，£を部分空間瓦（1≪沁μ）の直和ノルム空間であるといい，

このとき

と書くことにする。

　£が部分空間瓦，…，£。の代数的直和であるとき，各1≪f≪μに対

して，線形写像

を瓦から£への標準単射といい，また線形写像

を£から瓦への射影という。

　定理1. 5. 2　ノルム空間£が部分空間扁，…，Ｅ７，の代数的直和に

なっているとする。

　各1≪i≪μについて射影鳶:£→瓦が連続であることは，ＥかＥ，(1

≪沁絢の直和ノルム空間となるための必要十分条件である。

　〔証明〕ＥかＥｉ(1≪沁絢の直和ノルム空間であるとすると，鳶は標準

同形θ:£→£1〉〈…〉くＥ７，と射影πiの合成写像πi・θであるから連続であ

る。

　逆に，各Ρぺ1≪沁μ)が連続であるとすると，標準同形θはΣ瓦・裁

と書けるから連続である。ロ
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　註　射影Ρi（1≪i≪絢について，これらのうちのある（ｇ－1）個が連

続であれば，残る１個も連続である。　たとえば，y･1，…，ΡTi-iが連続で

あるとすると，Ρ。=/-(Ρ1十…十八-,）であるから八も連続である。

　定理1. 5. 3 Banach空間£が閉部分空間瓦，…, Enの代数的直

和であるとき，£は瓦（1≪沁絢の直和ノルム空間となる。

　〔証明〕各部分空間瓦は完備な空間の閉部分集合であるから完備であり，

定理1. 5. 1によりそれらの積ノルム空間F=E,x-｡〉ｄ気も完備である。

すなわちＦはBanach空間となる。£からＦ上への標準同形(1. 5. 4)

を考えるとIΣ頑≪Σ岡|によりその逆写像は連続である。　さらに

Banachの定理（L 3. 2）によりこの標準同形はノルム空間の同形である

ことがわかる。ロ

　£がBanach空間で，各Ｅ１，…， Ｅｎ　が閉部分空間であるときには，

前定理により

であるから，このとき£は部分Banach空間瓦(1≪沁絢の直和Banach

空間であるということにする。

　£1，…, En が互いに独立したBanach空間であるとき，積Banach空

間Ｅ＝Ｅ，〉〈…〉く瓦の各部分空間柘(瓦)(1ぐ≪絢は　∩ぢ1(6,)薦は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　か≒=£

瓦の零元)に等しいから£の閉部分空間である。定理1. 5. 3により

£＝④瓦(瓦)であり

を得る。
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§６　連続多重線形写像

定義1. 6. 1　£１，…Ｆ 　Ｐを線形空間とする。写像

がっぎの性質をもつとき多重線形であるという：

　各1≪沁μについて，任意のら∈瓦（1≪/べμ，た＝4＝j）に対し写像

が線形である。

　とくに72＝2のときｆは双線形であるという。

　定理1. 6. 1　£１，‥･Ｆ 　Ｆをノルム空間とする。多重線形写像

f:瓦〉く…×瓦→Ｆに関する以下の三つの性質は同等である：

　(ａ)ｆは£1×…〉くＥ７，の各点で連続である；

　(b) /は原点(0，…，0)で連続である；

　(ｃ)げ(ｙl，…，ら)lの値は|ズ1図1，…, ＼Xn＼≪1なる範囲で有界で

ある。ここにｊＣｉｅＥｉ(1≪j≪絢とする。

　〔証明〕(ａ)⇒(b)は明らかである。

　(b)＝〉(ｃ):(b)を仮定すると積ノルム空間上のノルムの定義(1. 5. 1)に

より，各l<f<wに対して岡図ｒならばlf(ズ1，…, Xn)＼≪１となる

ような実数ｙ＞Oが存在する。　したがって，図図1(1≪沁絢とすると

＼f{x,r,■■･，心杓図1であるからlf(ズ1，…，ら)図ｒ゛となる。

　(ｃ)＝〉(ａ):訂＞0を岡図1(1≪沁絢ならぱlf(ズ1，…, Xn)＼<Mと

なるような実数とすると，任意の(ズ1，･‥，恥)∈£1〉〈…〉くj瓦に対して

　(1. 6. 1) ＼f{x,,■･･，恥)図訂|頑‥士引

が成り立つ。以下では，£1〉<…〉くＥ７，の任意の点(≪1,…，ら)をとり，

ｆがこの点で連続であることを示す。
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であるから

を得る。実数ｓ＞Oを任意にとってｍａｘ(隔|十ε)＝Ａとおき，各1≪f≪
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l<i<n
ﾀzに対して図一副≪ｓとおくと，岡図|副十εであるから

を得る。ゆえにｆは点(α1，･‥，ら)で連続である。ロ

　系　連続な多重線形写像は一様連続である。

　〔証明〕定理の(ｃ)⇒(ａ)の証明の部分から明らかである。

　記号　ノルム空間Ｅ１，…，Ｅ７，の積ノルム空間からノルム空聞Ｆへの

連続な多重線形写像全体から成る集合を記号L(E,,…, En',Ｆ)で表す

ことにする。

　定義1. 6. 2　線形空間£(瓦，…，Ｅｎ＼ Ｆ)上にノルムを

により定める。ここに，fE£(£1，…, En-, F), Xi∈瓦(1≪j≪絢である。

このノルムはノルムの公理N1, 2, 3 (§1)を満たす。

　(1. 6. 1)により任意の(ズl，…，恥)∈瓦〉〈…〉く瓦に対して

を得る。 11/11は(L6バL)を満たすような実数訂）Oの最小のものであ

る。

　定理1. 2. 2の証明と同様に、ＦかBanach空間である場合には£(瓦。

…Ｐ ･　Ｆ)もBanach空間になることがわかる。

　§７　標準距離同形£(Ｅ、F; G)^L､(Ｅ;Ｌ(Ｆ;Ｇ))

　Ｅ、Ｆ、Ｇを三つのノルム空間とする。ｆＥ£(Ｅ、F; G)、ｘｅＥに対し
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線形写像

を考えると, (1. 6. 2)から

であるから Ｏｆ(ズ)は連続，すなわちり･(ズ)∈£(F; G)であることがわか

る。さらに写像

を考えると，線形写像であって(1.7. 2)から

を得るからり･は連続，すなわちり･∈£{E;L(F; G))である。

　以上により写像

が得られたが，これは線形かつ全射であることが容易にわかる。不等式

|(り･(ズ)jy図|防=岡lｙlから

を得るが，これからゅは単射であることがわかる。また(1.7. 4)から

を得るが，これはゆがＯＥ£{E, F; G)において連続であることを示し，

一方(1. 7. 5)は少の逆写像が０∈£（£;£（Ｆ;Ｇ））で連続であること

を示す。したがって１はノルム空間の同形となるが, (1. 7. 5), (1. 7. 6)

を合せるとIMI=I1/IIとなりのは距離同形であること，すなわち

であることがわかる。１を£(Ｅ、F;G)から£{E; L(F; G))上への

標準距離同形という。
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同様にして，標準距離同形

が得られる。

§８　有限次元ノルム空間とEuclid空間

線形空間Ｒ゛上のノルム

をＥｕclidノルムという。

　各1ぐ≪ガに対して，�番目の成分が１で他の成分はすべてＯである

ようなR7‘の元をＱで表す，すなわち

とする。(Ｑ)(1≪i≪絢はＲ゛の基底をなす。

　定理1. 8. 1　線形空間R7゛上の任意の二つのノルムは互いに同値であ

る。

　〔証明〕R7゛上の任意のノルムρがEuclid 7ルムと同値であることを証

'明する。El, Ezで，それぞれＥｕclidノルム，ノルムρをイルムとして

採ったノルム空間Ｒ゛を表すことにする。　ズ＝Σらズ１ＥＲ゛，ｘｌＥＲ(1≪沁
　　　　　　　　　　　　　　　　　刄　　　　'　i=1
ぉ)とすると，二つの不等式ρ(ズ)吼Σρ(４)函|と|翻刻ｘl(1≪た≪絢

とからl到→Oのときρ(ズ)→Oであり，したがって7:£1→瓦は連続で

ある。

　つぎに, y=Σ召ぶもR7｀の元とすると，

であるから，写像ρ:£→Ｒ゛は連続である。したがって，ρはコンパク

ト集合＼x＼=l上で最小値肖をとり，ノルムの公理NIにより肖＞Oで

ある。したがって，任意のｘＥＲ゛に対して
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が成り立つが，これはj':瓦→£1が連続であることを示している。ロ

　以下では，R7‘をノルム空間というとき，とくに断らないかぎりEuclid

ノルムが採られているものとする。

　系1　7z次元ノルム空間£はノルム空間IPと同形である。

　〔証明〕(αi)(1≪沁痢を£の一組の基底とし，邸→αi(1≪沁絢で定ま

る線形同形Ｒ７゛→£をｆとする。ノルム空間Ｅのノルムをρとするとρ・ｆ

はR7‘上のノルムである。そこで，このノルムを採るノルム空間R7゛をＦ

とすれば，f:Ｆ→£はノルム空間の同形である(距離同形になっている)。

ｆがノルム空間Ｆから石上への同形であることをｆ:Ｆ～£のごとく書

くことにすれば，上の定理にょって7: R7゛～Ｆであるから，f・I: R7゛～£

となりこの系の証明ができた。ロ

　系２　有限次元ノルム空間は完備である。

　〔証明〕£を7z次元ノルム空間，f: Ｒ゛→£をノルム空間の同形とする。

(心)(O（淘を£のCauchy列とすると(f-1(ら))(O≪絢はR7゛の

Cauchy列となるが(定理1. 2. 1の系，命題1パL.1)，Ｒ゛は完備であ

るから(ﾀﾞｰ1(ら))(o≪μ)はR7゛のある点ｉに収束する。しかるに，ｆの

連続性により(ら)(O≪絢はﾀﾞ(ｊ)に収束する。ロ

　定理1. 8. 2　£を有限次元ノルム空間，Ｆを有限または無限次元の

ノルム空間とすると，£からＦへの線形写像は連続である。

　〔証明〕y｀:£→Ｆを線形写像とする。£の次元をｇとし，ｇ: R7゛→£を

ノルム空間の同形とするとき，合成写像h=f・ｇ: R7゛→Ｆが連続であるこ

とを証明すればよい。ズ＝Σ即応(恥ＥＲ)をR7゛の元とすると，

であり，岡→Oとすると各岡1→Oであるから＼Kx)＼→Oとなり，み

は原点で連続であることがわかる。しかるに，/zは線形写像であるから
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Ｒ≒こおいて連続である。ロ

　系　瓦，…５ Ｅ ,を有限次元ノルム空間，Ｆを有限または無限次元のノ

ルム空間とすると，Ｅ１〉〈…〉く.ZなからＦへの多重線形写像は連続である。

　〔証明〕肖＝2の場合について証明する。f:瓦〉く瓦→Ｆを双線形写像と

し，　ｘｅＥｉを任意にとって固定すると，線形写像

は前定理により連続であり

を得る。また，写像

は線形で，前定理により連続であるから

を得る。(1. 8. 1)と（1. 8. 2）により，任意のｘｅＥ。　ｖｅＥ，に対して

が成り立ち，したがって岡≪1，Lyl≪1ならば＼Kx, y)＼絹回|である

から双線形写像ｆは連続である(定理1.6.1，(ｃ))。ロ

　定義　有限次元ノルム空間£のノルムが，任意の二元ズ，タに対して

中線定理

を満たすとき，このノルムをEuclid /ルムといい，£をEuclid空間

という。

　£を線形空聞とするとき，実数値をとる双線形写像ＥｘＥ→Ｒを£上

の双線形形式という。

　定理1. 8. 3　有限次元ノルム空間£においては, Euclid yルム|到
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に対して写像y゛:£〉く£→Ｒを

によって定めると，ｆは石上の双線形形式であって，正値(ズ≒oのとき

f(ズ，ズ)＞0)かつ対称(f(ズ，jy)＝ﾀﾞ(y,X))である。逆に，石上の正値

対称な双線形形式ｆに対して

とおくと，岡は£上のＥｕｃｈｄノルムである。

　さらに, (1.8.4)による石上のＥｕclidノルム全体の集合から£上の

正値対称な双線形形式全体の集合への写像のは全単射である。

　〔証明〕まず，定理の最後の部分を，それ以前の部分を仮定した上で証明

する。ρ(ズ)を£上のＥｕclidノルムとし, (1. 8. 4)で定められている

ｆについて4f(ズ，ｙ)＝ρ(ズ十y)2－ρ(x-yrも成り立っているとすると，

ρ(ズ)2＝f(ズ，ズ)＝岡2を得るから写像ゅは単射であることがわかる。ま

た，双線形形式ｆが与えられたときが(ズ，jy)＝f(ズ十y，ズ十ｙ)－f(ズーｙ，

x-y)が成り立つから，ｆが正値対称であればそれは(1. 8. 5)で定まる

Ｅｕclidノルムのゅによる像であり，ゅが全射であることがわかる。

　つぎに, Euclid /ルム岡から(1. 8. 4)で定められる写像f:ＥｘＥ

→Ｒが正値対称な双線形形式であることを示す。ｆの正値性と対称性は

(1. 8. 4)から直ちにわかる。したがって，あとはXi, Xz, X, yE:E,良三Ｒ

に対して

を証明すばれよい。まず, (1. 8. 6)を証明する。中線定理(1. 8. 3)を二

度用いて

を得る。この等式のｙに一yを代入すると
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となり, (1. 8. 8)から(1. 8. 9)を引くことにより

を得るが，これは(1. 8. 6)が成り立つことを意味する。つぎに(1.8. 7)

を証明する。(1.8. 7)の左辺をｚの関数と見なしてｇ（0とおくと，任

意の実数Ｚに対して

を証明すればよい。 4g（Z）＝|が十yV-＼が一列2であるから，ｇ（0はｊの

連続関数である。実際，たとえば目が十ｙトla十y＼＼≪μ一司岡から

関数zl→lが十ｙlの連続性がわかる。（1.8.10）の右辺はｚの線形関数で

あるからパの連続関数であり，したがってパが有理数のとき（1.8.10）

が成り立つことを証明すれば十分である。z＝Oのときは，ｇ（z）＝Oである

から（1.8.10）は成り立つ。(1. 8. 6)により，二実数t，ｇに対して

であるからｇ(－０＝一ｇ(0が成り立ち，したがって(1.8.10)の証明は

さらにＺが正の有理数の場合に限ってよい。ところで，整数肖＞0に対し

ては(1.8.11)からg(mt)=fμg(t)であり，さらにn>0も整数として

j＝1/μとおけばμｇ(t)＝ｇ(耐)＝ｇ(1)であるから, g{m/n)=mg{l/n)

＝0μ/μ)ｇ(1)が得られ，(1.8.10)はｚが正の有理数のとき成り立つこと

が証明できた。

　最後に，£上の正値対称な双線形形式f(ズ，ｙ)から(1. 8. 5)により

定められる関数£→Ｒ゛を考えると，ノルムの公理N1, N3および中線

定理(1. 8. 3)を満たすことは容易に導ける。N2についても，双線形形

式ｆの対称性からSchｗａｒｚの不等式f(ズ，jy)2≪八X, x)f(y, y)が成り

立つことにより容易に導ける。ロ
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　以下では, Euclid空間において(1.8. 4）により定められる正値対称

な双線形形式ｆの点(X, y)における値を<x, y〉と記すことにする。

　Euclid空間の基底（ら）（1≪沁絢が各1≪f，j≪μに対して

を満たすとき，正規直交基底という。

　定理1. 8. 4 (i) Euclid空間は正規直交基底を持つ。

　（旦）（Ｑ）（1≪沁μ）をEuclid空間£の任意の正規直交基底≫ンぶ，

jy＝Σ句･iを£の任意の二元(Xi, yii≡Ｒ）とすると

が成り立つ。

　〔証明〕(i) Eを次元μのEuclid空間とし，（両）（1≪沁絢を£の基底

とする。‰ＥＥ（1≪た≪μ）を瓦に関する帰納法により，1°）匈≒6，2・）

41，‥･，心の線形結合であり，3°）各1≪i≪k－1に対して<娠，bt〉＝0

であるようこ定める:&1＝α1とし

とすると，帰納法の仮定により&ゐ1十…十匈一心,fc-lはα1，…，ら_1の線

形結合であるから2°）が成り立ち，またα1，…，らは線形独立で, (1.

8.12）の右辺における心の係数は１であるからら≒Oである。さらに，

帰納法の仮定から1≪i，j≪k－1かつ緬jであるとき<bu bj〉＝0であ

るから，（1.8.13）を用いれば各工〈沁た一:Lに対して〈h, bi〉＝Oであ

り，3°）が成り立つ。つぎに，b1tl十…十配ら＝O（り≡Ｒ）とすると，各1≪

i≪肴に対して〈bi，　hd．十…十配ら〉=ti=OあるからZ･1，…，恥は線形独

立であり，£の次元はﾀzであったから陶）（1≪沁絢は£の基底となる。

したがって涵/|匈）（1≪沁絢は£の正規直交基底となる。
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　㈲は明らかである。　ロ

　この定理の(i)の証明において用いた，ある基底から正規直交基底を作る

方法をSchmidtの直交化法という。

　命題1. 8. 5　Euclid空間£は£上の線形汎関数の集合£(£;Ｒ)

と距離同形である。

　〔証明〕(Ｑ)(1≪沁μ)を£の正規直交基底, 　９をHE; R)の任意の

元とすると，９はｇ個の実数７(４)＝μ(1≪沁絢　により定まり，み＝

Σ４yiとおくと線形汎関数ズ1→〈ズ，み〉に等しい。写像

を考えると，のは線形同形である。　さらに＼<p(x)＼ = ＼〈ズ，み〉図岡lみ|

からl嗣l引力|であり，この不等式と匝(み)l＝|み12を合せて隙=＝|み|

を得る。ゆえに

が成り立つ。ロ

　以下ではＥ，　ＦをEuclid空間とし，線形写像

を考える。Ｅ，　ＦのＥｕclidノルムで定まる正値対称な双線形形式（定理

1. 8. 3)の値をともに〈ズ，ｙ〉（ズ，ｙＥ£），〈れダ〉（れダＥＦ）と記す

ことにする。

　ｚをＦの元とし，石上の線形汎関数

を考えると，前命題によりあるjyＥ£が一意的に存在して〈f(ｘ)，ｚ〉＝

<x, y〉となる。そこで

－128（25）－



なる写像をソと記すことにすると

なる関係が得られる。　双線形形式ＥｘＥ３(x, v)i→〈ズ，ｙ〉,FxF∋(が，

ダ)→〈Ｘ，　ｙ〉の対称性から

も得られる。つぎに合成写像ソ・f:£-ぶを考えると，これは線形であり，

（1.8.15）および（1.8.16）により

が成り立つ。ｇ＝吊fとおいて（1.8.17）の後の等式を書くと，任意のズ，

ｙ（三£に対して

が成り立つが，一般にこの性質をもつEuclid空間から同じ空間への線形

写像は対称変換と呼ばれる。

　線形代数の理論によればつぎの定理が成り立つ。

　定理1. 8. 6　ＥをEuclid空間とし，ｇ:£→£を対称変換とすると，

£はｇの固有ベクトルから成る正規直交基底を持つ。

　この定理を用いると，線形写像f:£→ＦのノルムHfHと対称変換

ソ・ﾀﾞ:£→£の固有値の間のある関係が得られる。

　定理１．８∠ｒ　Ｅ，　ＦをEuclid空間とし，f:£→Ｆを線形写像，対

称変換ソ・J≒Ｅ→Ｅの固有値をa,, ■■･ﾀ　α。とすると，各処）Ｏであり，

‖fll2＝ｍａｘらが成り立つ。

　　　　1（瓦畷ｍ

　〔証明〕(Ｑ)(1≪沁μ)をソ・fの固有ベクトルから成る£の正規直交基

底とし，各1≪沁izに対してらは固有値βiに対する固有ベクトルである

とする。したがって，枇吸筒であって，二つの集合{α1> ■■゜ｸ　αmj
>　{βＤ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　郭…，βｊは等しい。(1.8パL7)を用いれば，任意の£の元ｘ＝ΣｅｉＸｉに対

　　　　　　　　　　　　　　　　　?z　　　　　　刄　　　　　　　　　　　i=1
してo〈＼f{x)□＝〈ソ・f{x),x〉＝<jΣ＼＆Ｓｉ％ｉ，ΣCjXj〉＝β1(ズ1)2十…十瓦(恥)2-
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であるから，各1引≪ﾀzに対してβぶＯでなければならず，またsup

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lｘ1４1

1f(ズ)12＝ｍａｘβi= max airが成り立つ。ロ
　　　　　l<i<n　　　l<k<m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(未完)

－126（27）－


