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等写像として

　　　　　　ゅ＝(7一戸)・ｇ・(7）・ｇ)-1: ｙ→白白R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j=f'＋1

とおく。定理2. 8. 3にょりのはぴ写像である。ひｴ＝び∩万一1(２')とお

けば，ズＥｙ，ｙＥ⑤らＲに対して{x, y)∈冊∩び1とy=0(x)は同等
　　　　　　　　j=夕＋1

となる。実際, (x, y)∈冊∩び1＝〉{x, y)-=g・h{x, y) -〉V=(/-P)・ｇ・

み{X, y), x=P・ｇ・h{x, y) -〉の(ズ)＝ゅ・Ｐ・ｇ・h{x,y)=y。逆に，jy＝町ズ)

＝〉(X, y)=(P・ｇ・(Ｐ・ｇ)-1(ズ)，(7－？)・ｇ・(Ｆ・ｇ)-1(ズ))＝ｇ・(Ｆ・ｇ)-1(ズ)

であり，ズＥｙ＝〉(Ｐ・ｇ)-１(ズ)∈£?'に注意して(X, y)∈冊∩Ｕ１ヽを得る。

　㈲＝〉㈲:び2として(ii)の碩をとり，ｚＥび2をｚ＝(ズ，ｙ)ＥＲ゛ＸＲ７゛-゛

と表す。写像y:防→Ｒ゛-゛をﾀﾞ{x, y)=y一靫ズ)と定義すればょい。

　㈲＝〉(i):戸(α)∈£(Ｒ≒Ｒ゛９)が全射であることから，戸(α)ら…，

戸(α)ら　の中に　7z一♪　個の線形独立なものが存在するが，もともと

戸(α)ら4．，…, f'{a)enが線形独立であることを仮定しても一般性は損わ

れない。　これにより，Ｒ７゛＝Ｒ゛ＸＲ７゛-゛と見なすと，(げ/∂y)(α)∈

£(Ｒ゛一列Ｒ″９)は各ら(夕＋1引≪ｎ)を戸(α)らへ移すから(∂万∂y)(a)

は線形同形である。そこで，α＝(b，　ｃ)ＥＲ゛ＸＲ゛-゛，各ｚＥＲ７゛を(x, y)

ＥＲ゛ＸＲ゛-゛と表せば陰関数定理により，点αの開近傍び，点＆の開近傍

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一弑ひ写像y):£?→Ttn-Pが存在して, (x, y)ｅＵ，　f(X, y)=0とズ∈弑

ｙ＝９(ズ)が同等となるから，ｇ:£?→R7゛をｇ(ズ)＝(Ｘ，　９(ズ))と定義すれ

ばょい。実際，このときｇ:£)→冊∩びはひ写像かつ全単射であり，び

からＲ゛への射影を/zとすれば，冊∩び上で/z＝ｇ-1である。ロ

　定義2.10.2 R71の部分集合冊が点のΞ冊において上の定理の性質

を満たすとき，冊は点αでj)次元Ｃ゛局所多様体であるという。このとき，

写像ｇを局所座標という。

　さらに，冊がj)次元ひ多様体であるとは，冊がその各点において♪次

元び局所多様体であることをいう。
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写像ｇで，各ズ∈冊に対してﾀﾞ(ズ)＝ｇ(ズ)を満たすものが存在すること

である。

　定理2.10.2　R71の部分集合冊と点α∈冊についての以下の性質は

互いに同等である。夕は1≪夕≪ｇを満たす整数である。

　(i)点αの開近傍び(⊂Ｒつ，Ｆ＝Ｒ゛の開部分集合痍およびび同形

ｇ:£?→冊∩びが存在する。（このとき，上の定義により冊∩びを含む開

集合からＦへのび写像/zで，冊∩び上でみ＝ｇ-1を満たすものが存在

する。)

　(ii) R≫の標準基底(ら)(1≪沁絢の指標1，…，心を適当に置き換え，

Ｒ゛をＲ゛ＸＲ゛-゛と見なし，α＝(b，ｃ)ＥＲ゛ＸＲ７゛-゛とおく。このとき，

点αの開近傍び1(⊂Ｒ勺，および点みの開近傍ｙ(⊂Ｒ勺からR7゛-゛への

ひ写像のが存在して，ズＥｙ，ｙＥＲ７２-゛に対して(x, y)∈冊∩肌と

y=O{x)とが同等となるものが存在する。

　㈲　点αのある開近傍防(⊂Ｒ勺から■on-pへのび写像ダで，任意の

　　　　　　　　　　　一ｚＥ防に対して/(ｚ)＝OはｚＥ冊∩び2と同等であって, f'{a)∈L(R";

Ｒ゛一勺が全射であるものが存在する。

　〔証明〕(i)⇒(u):λ＝ｈ(α)ＥＪとおく。h'(a)・が(λ)はＦの恒等写像で

あるから，が(α)(Ｒ勺＝Ｆであり，したがってＦは

　(2.10.3)が(α)ら…, h'(a)en

の中のある♪個で生成される。そこで，(ら)(1≪沁絢の指標1，…，ｇを

置き換え，Ｆが(2.10.3)のはじめの夕個で生成されるようにする。この

結果, R≫の部分空間瓦゜{yｅＲ７゛:が(a)y°O}馬爪1らＲに等しく

　(2.10.4)が(λ)・が{a)eii≡ら十K, Ki≪♪

　　　　　　　　夕である。 Ｐ：Ｒ゛→⑤らＲを射影とすると, (2.10.4)よりＰ・が(λ)・が(α)

　　　　　　　　炉1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）
ei=ei(l≪沁ｊ）)であるから，(Ｐ・gy{λ)＝？・が(λ)：Ｆ→⑥ＱＲは線形同

形である。よって逆写像定理により，点λにおける局所び同形Ｐ・ｇ：び

　　　　夕→ｙ(⊂⑤らＲ)が存在するから(び(⊂硲はλの開近傍)，７をＲ゛の恒
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　　　　　0'(a, b) = -　　石　　　　　Ｏ　　‾　　　　　　　　　　ﾚ

万言{a,
b)首(.a, b)

　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

と書くと見易い。そしてこれは逆写像を持つ：

　　　　ｒ(ａ，b)-1＝‾　　　　石　　　　　　　　　　　　　Ｏ　　　　‾　　　　　　　　　ﾚ

‾
(づｼ(ら&))‾≒首(“'&)({ｼ(ａ，b))‾

〕

。

すなわち, (u, w)∈£ＸＧに対し

　　　　　の'(ａ，b)-1(ｕ，　ｖｏ)　＝(.,(⑤(ａ，b))‾1・(ｇ一首(ａ，b)))

である。　なお，ここで石は£の恒等写像である。　そこで，この写像の

に逆写像定理を適用すると，点(a, b)∈£ＸＦの開近傍ｙ(⊂び)，点

(α，０)∈£ＸＧの開近傍ｗiで

　　　　　１： ｙ→w,

をひ同形とするものが存在するから．ｈ(ズ)＝(ズ，0)を標準単射£→

£ＸＧ，　７Ｃ(x.y)=yを射影ＥｘＦ→Ｆとし，lｙ＝/z-1(fl)とおいて，写

像

　(2. 10. 2)ｇ＝π・¢‾1・/z:Ｗ→Ｆ

が定義出来，明らかにαＥｆであり，また/zの連続性からlｙは開集合で

ある。以上で定義したV, W, gに対する(i),㈲の同等性は容易に検証

できる。

　また, iV', W, g,)については, (y, w, g)の場合と同じ(2.10.1)

のゆを用いて(2.10.2)のごとくg1: Ｗ７→Ｆが定義されるから，明らか

に, xgWC}W'に対してｇ(ズ)＝£(ズ)である。ロ

　10.2　Euclid空間の多様体の定義

　定義２．１０．１　Ｒ゛の部分集合訂からＲ゛への写像ｆ拓ｃ゛級，ある

いは:Ｃ゛写像であるとは，訂を含む開集合び(⊂Ｒ勺からＲ゛へのび
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　㈲　lｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)から£(Ｆ;Ｅ)への写像gj→ｒ1

を合成して得られ，これら三つの写像の連続性によりがも連続であるか

ら，ｇはCI写像である。そして，帰納法の仮定である�拓Ｃ゛-1写像で

あることを用いると，戸はひ-1写像で，㈲の写像は定理2. 8. 4により

C"写像であるから，定理2. 8. 3によりがは(:ﾝｰ1写像であることが

導かれる。ゆえにｇは(ン写像である。ロ

　§10　陰関数定理と多様体の定義

　10.1　陰関数定理

　定理2.10.1(陰関数定理) E, F, GをBanach空間，びを£ＸＦ

の開部分集合づ:び→Ｇをび写像とする。点(α，ｂ)∈びにおいて

　　　　　　f{a, h)=0。

　　　　　　⑤(α，ｂ)Ｅｌｓｏｍ(Ｆ;Ｇ)

が成り立つとき，点(a, b)の開近傍ｙ(⊂び)，点αの開近傍Ｗ(⊂£)，

Ｃ゛写像

　　　　　　ｇ：Ｗ→Ｆ

で，以下の二条件を同等とするものが存在する:

　(i)(ｘ，ｙ)Ｅｙかつfix, v)=0;

　(且)ズＥＷかつy=g{x)。

　さらに，上の{V, W, g)のほかに{V, W, g,)で(i)，(u)を満たす

ものがあれば，各x^Wf＼W'に対してｇ(ズ)＝g1(ズ)が成り立つ。

　〔証明〕び写像

　(2.10.1)少:Ｕ　→　ExG

　　　　　　(x, y) I→(Ｘ，f(X, y))

を考える。微分^'{a, h)∈£(ExF; ExG)は



となっている。

　以下に，写像(2. 9. 6)が(ン同形であることを証明する。 lsom(E;F)

は£(Ｅ;Ｆ)の開部分集合であるから(I, p. 11,定理1. 4. 2, (a))

ﾀﾞ':び→£(Ｅ;　Ｆ)の連続性により点αのある近傍においてμ(ズ)∈

lｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)が成り立ち，したがってあらかじめｒ＞Oを十分小さくとっ

ておくことにより，ｙにおいて戸(ｘ)Elｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)が成り立つと仮定し

て一般性は失われない。そこで，はじめにづo，jyｌＥＷに対し, Xo=g(yo)>

Xi=g(yi)とおいて

　(2.9.7)lg(ｙ)－ｇ(ｙo)－(ｆ(,ｘo))-1(ｙ1－yo)|＝ｏ(ljyl－jyol)，jyl→ｙ，

すなわち，が(yo)＝(戸(ズo))-1を証明する。(2, 9. 4), (2. 9.5)から

　　　　　　(1－局匯－ズol＝凪－ズol一応＼Xi-Xo＼

　　　　　　引Xi Xq一犀(‰, b)―(p(Xo, b)＼

　　　　　　絹λ-1(ﾀﾞ(Xr)-f(Xo))＼<＼＼λ門口気一刈

を得るから，ｙ1→ｙoとするとズ1→ズoであり，さらに

　　　　　　げ(礼)-ｱ(ズ,)一戸(ズo)(礼一ズo)|＝匯－ズo匝(図一扁)

とおくと，タ1→yoのときα(lズ1－ズol)→Oであることがわかる。そして

　　　　　　lg(ｙｪ)－ｇ(yo)－(戸(ズ。))-1(ｙ,－yo)I

　　　　　　絹1(/'(ｘo))門口ｙl－ｙo－/'(ｘo)(ｽﾞｪｰｽﾞo)｜

　　　　　　＝ll(戸(ｘo))-IHIズ1－ズolα(匯－ズol)

　　　　　　≪(ll(戸(ズo)戸闘λ-111/(1一局)＼yi-yo＼α(岡－ズol)

から(2. 9. 7)が得られる。最後に，ｇはC71写像であること％， 　ｎ＼こ関

する帰納法によって証明する。写像

　　　　　　が:Ｗ→£(F; E)

　　　　　　　　jレ→(戸(ｇ(jy)))-1

は

　(i) g：ｆ→ｙ;

　㈲ｆ：ｙ→£(Ｅ;　Ｆ)；
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　〔証明〕λ＝/'(α)とおく。　仮定によりλ-1Elsｏｍ(Ｆ;Ｅ)が存在する

から，点(a, b)∈£ＸＦ(b＝f(α))の近傍で写像

　(2. 9. 4) (fix,y) =ズーλ-1・(ﾀﾞ(ズ)一jy)

を考えることができる。そして

　　　　　　首(ａ，　ｙ)＝石－λ-1・f'{a)=O,hは£の恒等写像

が成り立つから，実数たをOくた＜1を満たすように選べば，ｆの連続性

によって，実数ｙ＞Oでlズー副＜ｙを満たす任意のズに対し||(dipldｘ)

(x,y)＼＼<kとなるものが存在する。したがって，任意のズ1,ズ2∈Bia,r)

＝{ズ∈£:|ズー副＜埓に対し，有限増分定理により

　(2. 9. 5) Wix,, y)-(p(x,,y)＼

　　　　　　帽゛ぺ引足]首(Ｊ汁(゛2‾゛)ら八l

　　　　　　≪副ズ1－ズ21

が成り立ち，また＼y-l･l＜(1一局削lλ円を満たすｙ≡Ｆに対しては

　　　　　　匝(ａ，　ｙ)－αl＝lλ-1(y一句l絹lλ門口ｙ一列く(1一笥ｙ

が成り立つ。以上は, W={が≡Ｆ: ljy一列<a-k)r/＼＼λ-111}の任意の点y

を固定して，写像

　　　　　　ら:召(a, r)→£

　　　　　　　　　ズ|→(p{x, y)

を考えると，らは補題の条件(2. 9.1), (2.9. 2)を満たすことを示し，

したがってらの不動点が召(a, r)の中にただ一つ存在することがわか

る。そこで，Ｗの各点到こらの不動点ズを対応させる写像を考え，これ

をｇ：Ｗ→B(a, r)とすると, x=g{y).すなわち(Py{x)=Xは(2.9.4)

によりy=f{x)と同等であるから，ｇは写像

　(2. 9. 6)ﾀﾞ:ｙ＝召{a, r)∩ﾀﾞｰ1(ｆ)一万

の逆写像であることがわかる。ここで，点αは写像りの不動点であるの

でｙの点でありーｆの連統性からｙは£の開集合であるから点αの開近傍
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　(2. 9. 3) ＼Xn一則＝|Σ(心一Xi-01

　　　　　　　　　　≪Σ図一心一山帽ズ1－副/(1－局

を得, (2. 9. 1)と合せればl如一副くｒを得るから，戸(α)聊）1)が定

義可能である。そこで，び内の点列(ら)(O≪7z)を考える。

　　　　　　|ズ。。一如|≪Σ＼Xi Xi-11≪|ズ1－副Σが-1

　　　　　　　　　　　≪(1一ｋ｀)れ,Iび十pn +1十…)＝ｒ訟

を得るから, (Xn)はCaucliy列であり，Ｅの完備性からある点ｚｅＥに

収束する。そして, (2. 9. 3)からlｚ一則≪岡一則/(1－だ)を得るから

ｚＥびであることがわかる。さらに，任意の峠ｄに対して

　　　　　　＼f{z)一刻≪げ(ｚ)一y(如)l刊如＋1－ｚl

が成り立ち, (2. 9. 2)によりアはびで連統であるから，上式において

侭→ｏｏとすることにより/(ｚ)＝ｚを得る。

　最後に了の不動点の一意性を示す。ｚり≡びをfiz')=z'を満たす点とす

ると

　　　　　　＼z-z'＼ = ＼f(z)-ﾀﾞ(z')国訓ｚ一則

で, /c<lであったからｚ＝ざでなければならない。　ロ

　定義2. 9. 1　び，ｙをそれぞれＥ，　Ｆの開集合とする。全単射/:

び→ｙがひ級，かつ逆写像戸1もひ級であるとき，／をひ同形と

いう。

　また，写像/:び→Ｆについて，点の≡びの開近傍ｙ(⊂び)と点y'(α)

の開近傍Ｗで，ﾀﾞ:ｙ→Ｗ'をひ同形とするものが存在するとき，／は

点αで局所C71同形であるという。

　つぎの定理は，局所逆写像定理または逆写像定理と呼ばれる。

　定理2. 9. 1　ひ写像y:び→Ｆか，点ａｅＵにおいて

　　　　　　尹(α)Elｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)

を満たすならば，点αで局所(ン同形である。
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法の仮定を用いて(2. 8. 6)を証明する。

　(2.8.7) (p(h)=ﾀﾞ(α十h)-ｱ(α)一戸(α)h-…一言y(゛)(α)(/z)”

とおくと，補題により

　　　　　　9'(h)=^f'(a十h)-f'{a)-‘‘'‾[ぷ]y1)!yｏ)(め(み戸‾1

を得るから，帰納法の仮定を写像戸に適用して

　　　　　　Hｙ(/z)l匝べ㈲¨1)，/z→0

を得る。したがって，有限増分定理によれば

　　　　　　匝俵)－ｙ(O)国＼h＼ sup ＼W{ht)‖
　　　　　　　　　　　　　　　OくZく1　　f

　　　　　　　－　　－であるから，ｙ(O)＝Oに注意すると

　　　　　　19㈲＼^＼h＼o{＼hに-1)＝頑副勺，/z→0

を得る。これは証明すべき関係式(2.8. 6)にほかならない。ロ

　註(2. 8. 6)はTaylorの公式の一つの形である。

　§９　逆写像定理

　この§では，　Ｅ，　ＦはBanach空間であり, Uは£の開集合である。

　補題(不動点定理)/･;をOく/cく1を満たす実数，Ｕをここでは開球

　{ズ∈£:|ズー副<r}(ａｅＥ，　ｒ＞O)とする。写像/:び→£が二条件:

　(2. 9.1)　l/(α)一副く(1－だ)『

および，任意のズ，jyＥびに対して

　(2. 9. 2)　げ(ズ)一八y)国訓ズー3^1

を満たすならば，びの点ｚで八ｚ)＝ｚを満たすものがただ一つだけ存在す

る。　にのような点ｚをy｀の不動点という。)
　　　　　　　　　　　　　　　　刄個

　〔証明〕ズo＝α，恥＝戸(α)(＝μ…・ﾀﾞ{a)){n=l,2…)とおく。実際，

　(2. 9. 2)により図一系-1固辞-1図―副(沿1)であることに注意する

と
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ある。　ロ

　8.３　Taylorの公式

　Ｅ，　ＦをBanach空間とする。対称なが重線形写像瞑≡ＬぺE; F)

について，瓦＝…＝恥＝ｈｅＥであるときり{K,　゛¨７　Ｋ)を<pi(hr)と

記すことにする。さらに，線形写像たl→(p(k, h.…, h) (ke≡£)を

９((八戸-1)と記すことにする。

　補題　上の記号を用いると，写像

　　　　　　φ:Ｅ→Ｆ

　　　　　　　　/zl→９((み)勺

の点/zにおける微分は

　(2. 8. 5)　ダ(み)＝卵((八戸-1)

で与えられる。

　〔証明〕線形写像j㈲＝(ｈ，…，ｈ)ＥＰを用いるとφ(,Ｋ)＝(ｐ。ｊ㈲

と表せるから, (2. 2. 2)により

　　　　　　ダ(/z)た＝ダ(∠Hh)リ(た)

　　　　　　=<p(k, h.…几)＋９(凪k，凪…，み)十…＋９(凪…, h, k)

を得る。y)の対称性によりダ(h)k=n(p(k, h,…，ｈ)

であるから(2. 8. 5)が成り立つ。　ロ

　定理2. 8. 5　びを£の開部分集合とする。ﾀﾞ:び→Ｆがひ-1写像で，

点ａｅＵにおいて,2回微分可能ならば

　(286)げ(α十/z)一八d)-f'{d)h--一言ﾀﾞ(゛)(α)(み)刊＝ｏ(㈲つ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/z→6

が成り立つ。

　〔証明〕刄に関する帰納法により証明する。微分の定義式(2. 1. 3)

　　　　　　げ(α十h)-fiα)一戸{a)h＼=o{＼h＼)

は，(2.8.6)か侭＝1のとき成り立つことを示す。そこで，以下に帰納
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級であることを示す。写像

　　　　　　ｙ:び→£(Ｆ;Ｇ)×£(Ｅ;Ｆ)

　　　　　　　　　ｘｊ→(が(ﾀﾞ(ズ))，y７(ズ))，

　　　　　　φ：£(Ｆ;Ｇ)×£(E; F)→£(Ｅ;Ｇ)

　　　　　　　　　　　(馬　μ)　|一一→　z7oμ

を考えると，　／，　ｇ’ともひ-1級ゆえ，帰納法の仮定により写像ｘ･→

ずげ(ズ))はひ-1級であり，よってりはひ-1級。また，φは連続双線形

写像ゆえ，定理2. 8. 2によってＣ°゜線である。そして,h'(x)=φ悍(ズ)

と表せるが，これに帰納法の仮定を適用し，h″娯Ｃｎ-1級であることが結

論される。　ロ

　定理2. 8. 4 Ｅ，ＦをBanach空間とする。写像

　　　　　　ゅ:lsｏｍ(£;Ｆ)→£(Ｆ;Ｅ)

　　　　　　　　　　　f　N→　良1

信Ｃ゛級である。

　〔証明〕帰納法により，任意の整数n>lに対して(1)拓Ｃｎ写像である

ことを示す。定理2. 2. 3によれば，のはC1級であり

　　　　　　ゅ'(ﾀﾞ)h=-ﾀﾞｰ1・/z・y｀-＼　ｈｅＬ(Ｅ;Ｆ)

であるが，以下ではこの等式と帰納法の仮定を用いてΦ″かＣ７゛-1級であ

ることを示す。写像φ：£{F;E)×£{F;E)→£(£(Ｅ;Ｆ)；£(Ｆ;Ｅ))

を

　　　　　　φ(g, k)h=-g・/z・ｋ，　ｇ，　itｅＬ(F;E),ｋｅＬ(Ｅ;Ｆ)

により定義すると

　　　　　　ゅ'(ﾀﾞ)＝φ(¢げ)，¢(ﾀﾞ))

と表せ，さらにｊ：£{F;E)→£(Ｆ;Ｅ)×£(Ｆ;Ｅ)をｊ(ｇ)＝(ｓ，　ｓ)

で定義される写像とすればゅ'＝φ・∠1・g'と表せる。ここで，のは帰納法の

仮定によりQn-1線，ｊとφはそれぞれ連続線形写像と連続双線形写像で

あるからともにＣ(”線であり，よって定理2.8. 3よりｒはＣ゛-1級で
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ここで，各1≪沁7吋こ対して（7（f）＝のである。したがって，以下の第一，

第三の等号が(2. 8. 3)から，また第二の等号が(2. 8. 2)によって得ら

れる：

　８．２　高階導写像をもつ写像の例

　定理2. 8. 2　Ｅｉ５　Ｅｏ，　ＦをBanach空間とする。連続双線形写像

／ｅＬ(£1，瓦；Ｆ)は(:？写像である。

　〔証明〕定理2. 2. 2によりa, h^Ei, I･，尨≡瓦に対して

　　　　　　f'{a, b)(h, k)=f{h，　h)十/(α，幻

が成り立つが，これは写像戸:£1×瓦→£(ＥＩＸＥ．; Ｆ)が線形である

ことを示す。したがって，y″{a, h)∈£2(£1×£2;Ｆ)は(a, b)に依存

しない定値写像

　　　　　　y'″(ａ，b)((/zl，帽，(み2，λ;2))＝戸(h。　k．)(厄kJ）

であy)，μはｃ(゛写像である。したがって，／もｃ・゜写像である。ロ

　定理2. 8. 3　E, F, GをBanach空間，び，ｙをそれぞれ瓦Ｆ

の開部分集合とする。写像ﾀﾞ:び→ｙ，ｇ：ｙ→Ｇかｅｎ級ならば，合成写

像h=gof:び→ＧもＣ７｀級である。

　〔証明〕糾こ関する帰納法により証明する。 w=lのときは連鎖律

　(2. 8. 4)が(ズ)＝がげ(ズ))・fix), X∈び

から定理が成り立つ。そこで，以下では帰納法の仮定をもとにががひ-1
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を得るから, (2. 8. 2)が成り立つことがわかる。

　つぎに, {1,…，琲の置換ｒが7･(1)＝1であるとき，任意のｇ個の元

hu…，恥∈£に対して

　(2. 8. 3)ﾀﾞ(゛)(α)(h1ツ　^２，…，瓦)＝/(゛)(α)(hｕ　hてC2)J…，叫(ｎ)

が成り立つことを示す。各匹≡£。-1(Ｅい)に対し97 :ｇ･→uUii,…，恥)，

昏:ｇ･→ｇ(恥(2)，…，瓦(９)なる写像Ｌ７１＿1(£;Ｆ)→Ｆを考えると，帰納

法の仮定により各ｘｅＵに対して

　　　　　　９(ﾀﾞ(7゛-1)(ズ))＝/(゛-1)(ズ)(/z2，…，恥)

　　　　　　　　　　　　＝/(゛‾1)(ズ)(恥(2つ，…l　hでり1))

　　　　　　　　　　　　＝昏･(y(゛-1)(ズ))

が成り立つ。　<P, 9rはともに連続線形写像であるから，任意のUE:

な-1(Ｅ;Ｆ)に対してダ(ｇ)＝ ＜Ｐ，<Ｐｒ(ｇ)＝らであり，したがって，連鎖

律により

　　　　　　ｙ・戸ｏ(α)/zl°((ｐ・■ｆＣｍ‾1)ｙ(α)/zl

　　　　　　　　　　　　＝(ら・ﾀﾞ(゛‾1)ｙ(α)/zl

　　　　　　　　　　　　＝昏・ﾀﾞ(゛)(α)凪

を得るがこれは(2. 8. 3)にほかならない。

　ところで, {1,…，叫の任意の置換は, (2. 8. 2)および(2. 8. 3)で

考えた置換を組み合せて得られるから, (2. 8. 1)は(2. 8. 2)および

　(2. 8. 3)から導かれる。たとえば，ぺ1)＝1あるいは河1)＝2，(7(2)＝1

の場合には削まそれぞれ(2. 8. 3), (2. 8. 2)に現れる置換と同じものに

なるからパ(m)=l, 2く恨≪肴の場合を考えると，ぴは以下の三つの置換

７ｔ，£，pの合成であることがわかる：



で微分可能であるとき，／は点αにおいてzz回微分可能であるといい，こ

の微分を／の点αにおけるzl回微分といってy(7゛)(α)で表す。これは

£(Ｅ；Ｌ７１-1(Ｅ;Ｆ))の元である。

　K, ■■･，瓦が£の元であるとき，ﾀﾞ(゛)(α)：£×…×£→Ｆの点(/zl，…，

瓦)∈£×…×£における値を/(7゛)(α)(み1，…，瓦)と記すことにする。

　定義2. 8. 2　写像ﾀﾞ:び→ＦかＵの各点で77回微分可能で，かつ刄階

導写像

　　　　　　ﾀﾞ(゛)：び→ＬぺE; F)

が連続であるとき７ｆはｃ゛級である，あるいはＣ゛写像であるという。

　便宜上，ｱ(o)＝y｀とし，／のｏ階導写像は／自身であるものとする。そ

して，／が連続であるときCo級である，あるいはCo写像であるという。

　定義2. 8. 3　写修了:び→Ｆがすべての整数7ゆＯに対して(ﾆ;゛級で

あるとき，／は(？級である，あるいはＣ°゜写像であるという。

　定理2. 8. 1　写像/:び→Ｆが点匹≡びで7z回微分可能ならば，72回

微分ﾀﾞｏ)(α)ＥＬぺE;F)は対称な77重線形写像である。すなわち，集合

{1，…，厨の任意の置換心こ対し

　(2.8.1)y｀(72)(α)(凪，…, hn) =ﾀﾞ(ｏ(α)(瓦巾，…，瓦(ｎ)。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　/zl，…，恥ＥＥ

が成り立つ。

　〔証明〕刄に関する帰納法により証明する。はじめに，任意の77個の元

柘，…，厄（三Ｅに対し

　(2.8.2)y'(7゛)(α){K,　h27　hｓツ　゛¨7 hn) -ﾀﾞ('l)(α)(/z2，柘，み8，…，恥)

が成り立つことを示す。 Ln{E; F)^£{E; L{E; Ｉ＜ｎ-２万(Ｅ;Ｆ)))である

ことから，(y(゛)(α)瓦)ＫＥ：.Ｌｎ-2(Ｅ;Ｆ)であり，したがって

　　　　　　y(ツα)(/zl，…，恥)＝(yｏ)(α)瓦)瓦・(/z3，…，瓦)

が成り立つ。そして，定理2. 7. 3を用いて
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　　　　　　－外の各成分をＯにすれば

　　　　　　(μ(α)柘)恥＝(ﾚｺﾞﾂﾐF√(α)瓦)ﾉら

である。定理2.　７.Ｓにより(ﾀﾞ″(α)垢)/ら＝(ﾀﾞ″ia)kj)hiであるから

　(2.7.16)が得られる。

　㈲は(i)から明らかである。　ロ

　Ｅか肴次元Euclid空間Ｒ･lの場合には，£1＝…＝Ｅ７１＝Ｒとして上

述の結果が適用できる。　この場合，£(ＥいＦ)＝£(R; F) ≪F,

£(Ｅｔ;　Ｌ(Ｅｊ;Ｆ))々Ｆであるから

　　　　　　j
jﾘﾚｰ(α)ＥＦ

となり, (2.7.16)において/ZJ/ら＝1とおくことによりつぎの命題を得

る：

　命題27 　7　E娯Ｅｕclid空間R7゛の場合には各1≪f，j≪77に対し

　(2.7.18dXidxﾌ(α)＝づjうし√(α)

が成り立つ。

　§８　高階導写像

　この§では, E, FをBanach空間，びを£の開部分集合，ｆ:び→Ｆ

を写像とする。

　以下では，£(Ｅ，　Ｅ; Ｆ)を£2(£;Ｆ)と記し，また一般に，整数ｇ＞0
　　　　　　　副因

に対して£(£，…， Ｅ:　Ｆ)を瓦(Ｅ;　Ｆ)と記す。

　８．１　定義

　定義2. 8. 1　点の≡びにおける／のｇ回微分yｏ)(α)∈LniE; F)

(n>2)を，以下のようにμに関する帰納法で定義する：ｆがＵの各点で

ﾀﾌｰ1回微分可能で, n―1階導写像fin-l-):び→z４-1(Ｅ;Ｆ)が点αＥＵ
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　　　　　首(α)瓦＝迫(sら・葺j(a)hi=<pj・づこyﾚｰid) hi

　　　　　＝(卜瓦
XidXjα)瓦

)恥　ロ

　定理2. 7. 6　Ｅを閉部分空間£1，･･･，瓦の直和Banach空間，

ｙ: Ｕ→Ｆを微分可能な写像とする。 y'が点α∈びで２回微分可能ならば

　(2. 7.14)(μ(″)ｶ)弓几⊇(“)柘)恥

である゜ここで'/z°気柘'たづglり三石'瓦∈瓦'り≡Ｅｊユぐ，j≪ｎと

する。

　〔証明〕＆を補題2. 7. 5で定義した写像とすると, (2.4.12)により

　　　　　ﾀﾞ'(x)k=iレ?Z:(x)lら= tgj(x)。

　　　　　　　　　か1∂蜀　　　　　j=1

　　　　　(ﾀﾞ″(a)h)k=乱臣α)h=元元j蜃(α)柘。

　　　　　　　　　　　戸1　　　　　　　戸1 i=l∂ズi

ここで, (2.7.13)を用いれば求める式(2.7.14)が得られる。ロ

　註　写像(凪昨→(hi，　ICj)を(ｄＸｉ，　ｄＸｊ)と記すことにすると, (2.

７.14)は

　(2.7.15)μ(α)＝七｡ご不(α)(ｄＸｉ，　ｄＸｉ)
　　　　　　　　　i,j=l∂蜀∂力

と書くことができる。

　系(i)任意のｈｌＥ：Ｅｕ kjeEjに対して

　(2.7.16)(ﾚｺﾞﾂﾚｰ(α)柘)恥＝(ﾚｺﾞｴ⊇(α)恥)柘

　㈲　瓦×瓦からＦへの双線形写像

　(∂y/(9Xi9Xi))(α)(以下では(∂2/y(∂恥)2)(α)とも記す)は対称である。

すなわち，任意の瓦，胎≡瓦に対して

　(2.7.17)(フjﾌﾚｰ(α)柘)恥＝(言ｽﾞﾌﾞﾚ(α)恥)柘

が成り立つ。

　〔証明〕等式(2.7.14)において， 　h，　hのそれぞれｆ成分，ｊ成分以
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を得るが，これは求める式(2.7.10)である。ロ

　７．２　偏微分

　Banach空間£が，閉部分空間£1，…, En万の直和Banach空間であ

る場合を考える。微分可能な写像/:び→Ｆは，点ａｅＵで２回微分可能

であるものとし, 1</, j≪ｙ1としよう。写像

　(2711)首:び→£(Ｅ八Ｆ)

は(2.4パLO)により導写像y゛' : び→£(Ｅ;Ｆ)と写像

　　　　　　　　£{E; F)→£(Ｅｊ; Ｆ)

　　　　　　　　　　　μ　l→μ゜ら

(ら:尽→£は標準単射)との合成写像と見なせる。したがってバの点

４における２回微分可能性によ‰　3f/93Cjは点αで微分可能であり，と

くに点αでの第ｉ偏微分は

　(2712)首(葺)(α)∈£(Ｅｔ; Ｌ(Ｅｊ;Ｆ))

である。なお，記号首(jうjﾚ)(α)はd
Xidx√(α)と書くのが習慣である。

ｈｉ＾Ｅｉ，TCj5;≡尽とすると

　　　蔵

]ﾚｰ(α)凪ＥＬ(Ｅｒ，　Ｆ)(工-(α)柘)り≡Ｆ

である。

　補題2. 7. 5写像ズ･→(9／/9Xj)(ズ)/ら，(3ceU)を£で表せば

　(2713)首(α)瓦＝しｺﾞﾂﾐF√(α)瓦)恥

である。

　〔証明〕命題2.7・１とほぼ同様に証明できる。すなわち，£は写像

好/93Cj:び→£(Ｅｊ;Ｆ)と<Pj(u)=u(kj)ｅＦ，(ｗΞＬ(Ｅｊ; Ｆ))の合成写

像であり，9jは連続線形写像であるから
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であり，0くZく1であるから，|逗十剔］側，㈲はいずれも引副刊副

である。(2. 7. 9)と合せて(2. 7. 8)が得られ，証明が完成した。ロ

　定理″1.　7.　4　E，　Ｆ，　ＧをBanach空間，び，ｙをそれぞれＥ，　Ｆ

の開部分集合，ｆ:び→ｙ，ｇ：ｙ→Ｇをcl写像とする。／が点α∈び

で，またｇが点h=f(a)GVで２回微分可能ならば，合成写像h＝ｇ・ﾀﾞ:

び→Ｇも点αで２回微分可能であり, X,, Xz∈£に対して

　(2.7.10)　み″(a)(x。ズ2)＝が(&)(ﾀﾞ'(a)x,, f”(α)ズ2)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十が(み)・y°″(a)(x。ズ2)

が成り立つ。

　〔証明〕連鎖律にょれば

　　　　　　h'(x)x2=が(ﾀﾞ(ズ))・f(x)X2, XGび

であるが，この写像ズ･→が(ズ)ズ2は，二つの写像

　　　　　　ｙ:び→£(F; G)xF

　　　　　　　　ズ|→(がげ(ズ))汀’(ズ)ズ2)

および

　　　　　　φ：£(F; G)xF→Ｇ

　　　　　　　　　　(ｇ，ｙ)ｌ→u{y)

の合成写像であｙ h'(x)X2=φ・(p{x)と表せる。そして

　　　　　　９'(α)ズ1＝(が(み)・f'{a)Ｘｉ，fり１(α)(ズ1，ズ2))

であり(命題2. 7. 1参照)，φは連続双線形写像であるから，定理2. 2. 2

を用いて

　　　　　　/z″(α)(ズ1，ズ2)＝ダ師(α))・ダ(α)(ズ1，ズ2)

　　　　　　＝φ″(ｙ(α))(が(ゐ)・ﾀﾞ'(a)5Ci，／″(α)(ズ1，ズ2))

　　　　　　＝φ(ｇ″(&)・ｱ(α)痢，y”(α)ズ2)十φ(が(b),f″(α)(ズ。心))
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が得られる。(ﾀﾞ″(a)h)k一(r(a)k)hは双線形写像であるから，補題によ

り零写像である。そこで，以下では(2.7. 6)を証明する。

として二つの項がともにo((＼h＼十l副)2)に等しいことを証明しよ‰

であるから，

が成り立ち，l副≪㈲十㈲に注意すれば，

が成り立つことがわかる。したがって，あとは

を証明すればょい。

とおくと

であるから，有限増分定理により

を得る。さらに

とおくとパ副十l副→Oのときα(逗十だ)，β(凪，T礁)はいずれも似こ

収束する。そして
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を満たすとき，９は零写像である。

　〔証明〕９の双線形性により, h=0またはA;=0であるとき<p{h, k)

＝Ｏであるから，以下では/z4＝0，た＝4＝Oと仮定して９(凪ｋ)＝Ｏを証明す

る。

　　　　　　19(h，　Tc)|＝(|副十㈲)2α(h, k)

によってa{h, Tc)を定義すると

　(2. 7. 4)　　lim　　a{h, k)=0
　　　　　　(瓦，ｋ)→(■o,0)

である。糾＝Oを任意の実数とすると

であり，両辺をj2で割って

を得る。ここでZ→Oなる場合を考えれば, (2.7.4)により19(h，　ic":〉|＝０

でなければならない。　ロ

　定理２.　7.　%　写像ﾀﾞ:び→Ｆが点ａｅＵにおいて２回微分可能ならば

/″(α)∈£{E, E; F)は対称な双線形写像である。すなわち，任意のみ，

TceEに対して

が成り立つ。

　〔証明〕

とおくと，明らかにAQi, k)=A{Tc，　h)，すなわち４はh,kiiこ関して対

称である。したがって，

が証明できたとすれば
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は変らない。(2, 7. 2)は， 　h，　ｋｅＥに対してy'″(α)ｋｅＬ(Ｅ;Ｆ)，

(/″(a)h)ke≡Ｆであることを示す。以下では，げ″(α)h)k'をy゛″(a)(h,k)

とも記す。

　定義2. 7. 2　写像y':び→Ｆがびの各点で２回微分可能であるとき，

y°は17において２回微分可能，あるいは単にダは２回微分可能であるとい

う。このとき，写像

　(2. 7. 3)μ:び→£{E, E; F)

　　　　　　　　ズ|一y'″(ズ)

を／の２階導写像という。さらに，μがびにおいて連続であるとき，／

はZ:7'においてC2級である，あるいはC2写像であるという。これは，写

像戸がびにおいてC1級であることと同等である。

　命題2. 7. 1　y｀:び→Ｆを点αＥＵで２回微分可能な写像とし，/μ≡£

に対して

である。

　〔証明〕ｇは二つの写像

　　　　　　μ:び→L(E; F)

および

の合成写像であり，ここで？は連続線形写像である。したがって

　　　　　　g'(a)h=((p・ry{a)h=<p・ﾀﾞ″(α)h=(f″(α)/z)肌　ロ

　補題2. 7. 2　双線形写像９:£×Ｅ→Ｆが

　　　　　　19(h，　k)＼=omh＼刊k＼y), ih, k)∈£×£
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が成り立つ。

　〔証明〕定理により，(八)がびの各点で点別収束することを証明すれ

ばよい。そこで，ｙを点列(八(ズ))が収束するようなｘｅＵの集合とし

て，ｙ＝びを証明しよう。　αＥｙよりｙは空集合ではないので，びの連結

性によりあとはｙが開かつ閉であることを示せばよい。&Ｅｙとすると(n)

により(八)はある開球召(b，７)＝{ズ∈£:＼x-h＼くｒ}⊂びで一様収束す

るから，定理により召(b，　ｒ)⊂ｙが成り立ち，したがってｙは開集合で

ある。つぎに，みを閉包ｙの点，召{b,r)を(八)がここで一様収束する

ような開球とすると，ｙｎ召(z･，杓は空でないから定理によりゐＥｙを得

る。したがって，ｙは閉集合でもあることがわかった。　ロ

　§７　２回微分

　この§では，　Ｅ，ＦをBanach空間，ＵをＥの開部分集合とする。

　７．１　定義と基本的性質

　ﾌﾞ':び→ＦをＵの各点で微分可能な写像とすると，／の導写像

　(2. 7. 1)ﾀﾞ':び→£(Ｅ;Ｆ)

についても，£(Ｅ;Ｆ)がBanach空間であることから，その微分可能性

が問題になる。

　定義2. 7. 1　写像戸が点心≡びで微分可能であるとき，ダは点αで

２回微分可能であるという。そして，この微分をy'の点αにおける２回微

分といい，記号/″(α)，Ｄザ(α)などで表す。

　ﾀﾞ″(α)は写像(2. 7. 1)の微分であるから

　(2. 7. 2)ﾀﾞ″(α)∈£{E;L(E; F))

であり，また(1.7. 7) (I, p.18)により

　　　　　　£(Ｅ;Ｌ(Ｅ;Ｆ))ｚ£(Ｅ，Ｅ;　Ｆ)

であるから，μ(α)を£(Ｅ，Ｅ;　Ｆ)の元と見なしてもﾀﾞ″(α)のノルム
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が一般に成り立つが，ここでs＞Oを任意にとる。十分大きいﾀzを一つと

って固定すると,(2. 6. 5)と同様に

また，（八）の一様収束性により

が得られ，さらにこの刄に対してα＞Oを適当に定めれば，八の微分可

能性から

を得る。以上から，任意の整数/GOに対し

を得，したがって

でなければならない。すなわち, (2. 6. 6）が得られた。ロ

　系　びを連結な開集合とし

を以下の性質をもつ微分可能な写像の列とする:

　（i）写像列（八）はある点の≡びで収束する；

　㈲　写像列八:び→£（Ｅ;Ｆ）は，びの各点で点別収束し，局所的に一

様収束する（すなわち，びの各点でその点を中心とする適当な開球をとる

と，（μ）はその開球で一様収束する）。

　このとき，（八）はある微分可能な写像／に点別収束し，かつその収束

は局所的に一様である。また，各点ズ∈びで
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に含まれる。したがって，上と同様にf{b)=ﾀﾞ(ズ)＝y゛(α)，すなわち&Ｅｙ

を得て，ｙが閉集合であることがわかる。　ロ

　６．３　写像列の項別微分

　定理2. 6. 3　びを開球{ズ∈£:Iズーc＼<r}(び≡Ｅ，　ｒ＞O)とし

　　　　　　八：び→Ｆ，　ｎ－0, 1, 2,…

を以下の性質をもつ微分可能な写像の列とする:

　(i)写像列(八)はある点ａｅＵで収束する；

　㈲　写像列μ:び→£(Ｅ;Ｆ)は一様収束する。

　このとき，(八)はある微分可能な写像/:び→Ｆに一様収束し，各

ズ∈びに対して

　(2.6.4) f'(x)=lim八(ズ)

が成り立つ。

　〔証明〕写像列(μ)の一様収束性は，任意の整数７ＧＯに対して

　　　　　　lira supll八+k(y)一八(y)||＝0

と書けることに注意する。有限増分定理を用いると,任意のズ∈びに対して
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を得るから，点列(八(ズ))はＦの完備性から収束し，さらに／をｒ→

1im八(ズ)で定義される写像とすれば，(八)は／に一様収束することが

わかる。

　(2. 6. 4)を証明するためには，写像ｇ:Ｕ→Ｌ(Ｅ;Ｆ)をg{x) =

lim nix)により定義し

　(2. 6. 6)　＼fix十/z)－/(ズ)－ｇ(ズ)/zl＝祠副)

を示せばよい。



ことがわかる。以上で／のびにおける微分可能性が示されたが，さらに

　(2.4.12)により導写像ズ|→■nx)はびで連続であることがわかる。ロ

　註　(2. 6. 3)の右辺の最終項についてはごｰ一点αの近傍における第

7z偏微分(邨/∂Xn){X)の存在および写像ズ1→(dfldXn)(ズ)の連続性一－－を

仮定しなくても，－一点αにおける第77偏微分可能性一一だけから

　　　　　　げ(α十enhn)-ﾀﾞ(α)一昔(a) I副＝ｏ(㈲)

が導かれる。したがってづの点αにおける微分可能性は，点αの近傍に

おける１からﾀzまでのいずれかn―1個の指標�についての写像ズl→(∂/7

∂恥)(ズ)の存在と連続性，および残る一つの指標foについての点αにおけ

る第fo偏微分(好Z政o)(α)の存在だけから導くことができる。

　６．２　/'(x)=0なる写像/'

　位相空間y1について，ｊに真に含まれ，空でない開かつ閉である集合が

存在しないとき，y1は連結であるという。

　定理2. 6. 2　びが連結な開集合であるとき，写像y':1:ﾉ→Ｆについて

びの各点ズで/'(ズ)＝O(零写像)ならば／はびにおいて定値である。

　〔証明〕αをびの任意の点とし，ﾀﾞlx)=f(a)であるような点ｘｅＵの

集合をｙとする。αＥｙであるからｙは空でないので，ｙが開かつ閉であ

ることを証明すればよい。このとき，連結性の定義によりｙ＝びとなる。

まず，ｙが開集合であることを示す。＆をｙの任意の点とすると，ゐは開集

合びの点であるから，びはある開球召(b,r)=^{xE:E:Iズーb＼<r}(r>0)

を含む。ズを召(Z･，ｒ)の任意の点とすると，ズと＆を結ぶ線分は召(h，ｒ)

に含まれるから，有限増分定理により

　　　　　　＼f(x)-f(b)＼≪sup wnh十(ズー&)川口ズー61=0
　　　　　　　　　　　　　O＜Z＜1

が成り立ち７ｆ(ズ)＝/(ゐ)＝/'(α)すなわちズＥｙを得る。ゆえに，召(h，ｒ)

⊂Ｆであり，Ｆは開集合であることがわかる。つぎに，Ｆは閉集合である

ことを示す。＆を閉包ｙの点とする。＆を中心とする開球召{b,r)をび

内にとると，ｙｎ召(Jb,r)の点ズが存在し，＆とズを結ぶ線分は召(ゐ，り
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が得られ（ただし，ここではΣ鳴島＝O），関係式(2. 6. 2)が成り立つ

が成り立つ。

　同様にして，各2≪j≪ｇについても

であり，|瓦図l副であるから

を得る。写像具:び→£（£1; Ｆ）の点αにおける連続性により

である。そこで，有限増分定理を炉(的に適用すると

を考えると

が成り立つ。ここで，写像



　§６　有限増分定理の応用

　この§では£，ＦをBanach空間，びを£の開部分集合とする。

　６．１　定理2. 4.2の逆について

　£が閉部分空間瓦，…，Ｅｎの直積Banach空間となっている場合，写

像y':び→Ｆの点αＥＵにおける各偏微分(∂μ∂稲(α)，(1≪沁絢の存

在だけからでは，一般にはy'の点αにおける微分可能性を主張できない。

すなわち，定理2.4. 2の逆は一般には成り立たない。しかし，つぎの定理

から，一－各1≪i≪77に対して，点αのある近傍の各点ズで第ｆ個微分

(好/9Xi)(ズ)が存在し，かつ写像ｒ→(∂L/う/∂石)(ズ)が点αで連続-とい

う条件は，／が点αで微分可能であるための一つの十分条件であることが

わかる。

　定理2. 6. 1　£は閉部分空間£1，…,Enの直積Banach空間である

とする。びの各点で，写像y':び→Ｆの各個微分(邨/∂稲(ズ)，(1≪沁絢

が存在し，かつ各写像

　(261)塵:び→£(Ｅｒ， Ｆ)，1ぐ≪77

が連続であることは，写像／がCI級であることと同等である。

　〔証明〕(2.4パLo)から明らかに，y'がcl級ならば前半の条件が成り立

つ。以下では，逆の証明をする。はじめに，αをびの任意の点とし，ダが

点αで微分可能であることを証明するが，それには

　(2. 6. 2) ＼f{a十h)-f{a)一賠{a)dXi)h＼ ―りi＼h＼),hi≡Ｅ

を証明しよう。各1≪i≪ﾀzに対して，/zの瓦成分を柘と記し，ら:

瓦→£を標準単射とすると, h=Σら瓦と書け
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が成り立つ。

　〔証明〕ﾀﾞ(α十万)一/(α)＝Oのとき定理は明らかに成り立つ。そこで以

下では/(α十/z)一y'(α)=4＝i5を仮定して定理を証明する。Hahn-Banachの

定理の系(I, p.7)によりその存在が保証される

であるような線形汎関数(ｏｅＬ（Ｆ;Ｒ）を用いて，実数値関数

を考える。

であるから，一変数実数値関数の平均値の定理により，あるOくto<lに

対して

を得るが, (2. 5. 2）を用いると

が成り立つことがわかる。これから直ちに(2.5パL)を得る。ロ

　註　ＦがEuclid空間の場合，この定理はHahn-Banachの定理を用い

ずに証明できる。

実際，ﾀﾞ(α十h)-f{α)ヰ=Oとして

とおけば，ｇ(1)－ｇ(O)＝<ﾀﾞ(α十/z)一/(α)，め＝が(to) =〈戸(α十甜o)h，　ｅ〉

(Oくfo＜1)に内積についてのSchwarzの不等式を適用して(2. 5. 3)を

得る。この証明法は，Ｆ. and Ｒ. Nevaalinna 〔5〕，Ｒ. Abraham and

J.E. Marsden〔2〕に述べられている。なお, H. Cartan〔3〕，S. Lang

〔4〕では，有限増分定理はＦが一般のBanach空間の場合について，そ

れぞれの別の方法により証明されている。
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を得る。したがって,no)は標準基底(ら)，(ら)に関してつぎの行列で

表される：

これは，写像／の点αにおけるJacobi行列と称されている。

　話を一般のBanach空間にもどし，さらに直和Banach空間Ｇ＝⑤Ｑ，

Ｆの開部分集合ｙ，点&＝/(α)で微分可能な写像ｇ:ｙ→Ｇが与えられ，

/(び)⊂ｙが成り立つ場合を考える。ＧからＧへの射影をら(1≪た≪z)で，

ＱからＧへの標準単射を４で表せば‥ら＝ら・ｇとおいて(2.4.13)を用い

を得る。め≒・ら＝瓦の恒等写像(/z＝jのとき)，＝零写像(み≠jのとき)

に注意すると，連鎖律(ｇ・ﾀﾞ)'(α)＝が(&)・戸(α)を用いて

を得る。

　§５　有限増分定理

　この§では£，ＦはBanach空間，びは£の開部分集合とする。

　定理2. 5. 1 (有限増分定理）ﾀﾞ:び→Ｆはびで微分可能な写像とする。

びの二点ａ，　ａ十みを結ぶ線分α十甜（O≪収1）がびに含まれるとき
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　定理2. 4. 2　写像ｱ:び→Ｆが点αＥＵで微分可能ならば,各1≪沁ﾀz

について／は点αで第ｆ偏微分可能であり

が成り立つ。ここで，♪パま£から瓦への射影である。

　〔証明〕（2.4.10）は（2. 4. 8）の両辺の写像のOiにおける微分を考え

れば明らかである。

　つぎに，Σら・瓦は£の恒等写像であるから

が成り立つ。ここで,(2.4.10）を用いて（2.4.11）を得る。　ロ

　註2 (2.4.11）におけるかを血iと書く習慣がある。これに従えば

(2.4パL1）は

と書かれる。

　４．３　　4. 1, 4. 2が同時に成り立つ場合

　（2.4.12）において，／を刄で置き換えて

を得る。これと(2. 4. 4)とを合せると

を得る。

　とくに，£＝Ｒ゛，Ｆ＝Ｒ７゛の場合, R , R"の標準基底をそれぞれ(ら)

(1≪沢田)，(ら)(1≪ｋ≪絢とすると
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が成り立つ。このときΣ心・瓦はＦの恒等写像であるから

を得る。

　逆に，各刄が点αで微分可能であるとすると, (2.4. 3)からy'も点α

で微分可能である。　ロ

　註１　が個のBanach空間Ｆ１，…，瓦が与えられて，Ｆがそれらの

積Banach空間Ｆ１）く･‥ＸＦ７１であるとき

とおけば（恥は(1. 5. 3)で定義された射影Ｆ→Fu), (2. 4.4)は

と書ける。

　４．２　£が閉部分空間Eu ■■･，Ｅの直和Banach空間である場合

　定義　ａｅＵ，1≪f≪辨とし写像

　　　　　　　　　　　　　　　一を考える。ここで，ズ�は瓦の原点Oiの近傍の点，Ｑ:瓦→£は標準単

射とする。９が瓦の原点で微分可能であるとき，／は点αで第Ｚ偏微分

可能であるという。また，祠(oDをy'の点αにおける第丿偏微分といい，

記号塵(α)ｉ　ｆｘｔ(,α)，ＤＪ(α)等で表す。卿が瓦の原点の近傍からＦへ

の写像であるから

である。

　y’がびの各点で第丿偏徴分可能であるとき，／は£りこおいて第丿偏微］

分可能，あるいは単に第Ｚ偏微分可能であるという。また，このとき写像

を第丿偏導写像という。
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が成り立ち，同様に

　　　　　　f'ia)・(AI)'(&)＝石(Ｆの恒等写像)

が成り立つ。この二つの等式から(2. 3. 2)を得る。　ロ

　§４　直和Banach空間における微分

　Ｅ，　ＦをBanach空間，びを£の開部分集合，そして

を写像とする。

　４．１　Ｆが閉部分空間FI，…，jらの直和Banach空間である場合

　F=@Fjから瓦への射影瓦:Σ力l→刄を用いて
　　　j=l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j=1

とおく。定理1. 5. 2 (I, p. 14)により，各瓦は連統な線形写像である。

また，瓦からＦへの標準単射を心とすると

が成り立つ。

　定理2. 4. 1　各写像石:び→瓦（1≪k≪筒）が点αＥＵで微分可能であ

ることは，写像ﾀﾞ:び→Ｆが点αで微分可能であるための必要十分条件で

ある。

　このとき

が成り立つ。

　〔証明〕／が点αで微分可能であるとする。各1≪なり1について，射

影瓦は連続線形写像であるから微分可能で，Ｍ|(y･(α))＝瓦であり(命

題2. 2.1, (ii)).連鎖律によって刄＝＝瓦・y｀も点αで微分可能で
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分可能とする。このとき，合成写像h=g・y:び→Ｇは点αで微分可能で

あり

が成り立つ。

= 0(1ズー副)，ズ→αを証明すればよい。

とおき，ｙ＝ﾀﾞ（ズ）とすると

したがって

を得る。ここで，Iα(ズ)I＝り(lｘ一司)，ズ→αであり，また／の点αにおけ

る連続性から|ズー副→Ｏのとき，Ly一司→0，したがって|ズー副→Ｏの

とき1β(y)＼→Oである(ｇの点みにおける微分可能性)。ゆえに川H(x)＼

= 0(1ズー副)，ズ→αを得る。　ロ

　系　全単射ﾀﾞ:び→ｙについてづが点の≡びで，またΛ1: ｙ→びが

点ゐ＝ｙ｀(α)Ｅｙで微分可能ならば

　(2. 3. 2) (ｱｰ1)'(&)＝(ﾀﾞ'(α))-1

が成り立つ。

　〔証明〕戸1・y゛は£の恒等写敲石のび上への制限であるから，命題

2. 2. 1, (ii)により
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近くとれば, Isom {E, F)は開集合であるから（定理1. 4. 2，（ａ）;I，

p.11) /十みElｓｏｍ（£;Ｆ）であり，また||戸1・み||≪|IA11111h＼＼<lを仮定し

てよい。したがって，（7十/’-1・ゐ）-1＝Σ（一/･-1・hr(Iは£の恒等写像）

である（定理1. 4. 1, I, p.10)。

そこで

であるから

を得る。ゆえに(2. 2. 3)が成り立つ。

　つぎに，ゆ'の連続性を証明する。写像y):£(F; E)×£(Ｆ；Ｅ)一

£(£(Ｅ;Ｆ)；£(Ｆ；Ｅ))を

により定義すると，９は双線形で，胎(Ｕ， 　Ｖ)刎絹圈IPIII圈|であるから

９は連続である。そして，ｒげ)/z＝yﾌ(f-＼ ｆ-’)/zであるから，少'は，連

続写像/|→(斤1，y-1)＝(¢(ﾀﾞ)，靫/))と９との合成写像と見なすことが

でき，したがって連統である。ロ

　§３　合成写像の微分(連鎖律)

　この§ではE, F, GをBanach空間，　Ｕ，　ＶをそれぞれＥ，　Ｆの開盈

部分集合とする。

　定理2. 3. 1 (連鎖律一一Chain Rule)写像y':び→Ｆは/(び)⊂Ｆ

を満たし，点α∈びで微分可能，また写像ｇ:ｙ→Ｇは点b=f{α)で微
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∈£（瓦×Ｅ．;　Ｆ）の点（/zl，/z2）における値を表す。

　〔証明〕積ノルム空間のノルムについては，第１章§５を参照。はじめ

に, (.K, h)＼づ（/zl，α2）十y（α1，み2）は瓦×瓦からＦへの連続な線形写

像であることに注意する。

が成り立ち

である。　ロ

　註　£1，…, En-^n個のBanach空間とし，連続な多重線形写像/':

£1×‥･×瓦→Ｆを考えると，上の定理の証明とほぼ同様にして勺｀は微

分可能であり，点(α1，…，ら)∈£lｘ…〉く瓦における微分は

で与えられることがわかる。

　つぎに， Ｅ，　ＦをBanach空間とし定理1. 4. 2 (I, p.11)で取り上

げた写像

の微分を考える。

　定理2. 2. 3　写像のは，£(Ｅ;Ｆ)の開集合lｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)において

CI級であり，点μ≡lｓｏｍ(Ｅ;Ｆ)における微分は

　(2. 2. 3)１'(ﾀﾞ)み＝一八1・み・ﾀﾞｰ≒削≡£(Ｅ;Ｆ)

で与えられる。

　〔証明〕はじめに，(2.2.3)を証明する。ｈｅＬ{E;F)を零写像に十分
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で連続である。

　〔証明〕不等式

から明らかである。　ロ

　命題2. 1. 3　二つの写像y':び→Ｆ，　ｇ：Ｕ→Ｆがともに点αで微分可

能であるとすると以下が成り立つ:

　(i)任意の実数αに対して，写像ぜ:び→Ｆは点αで微分可能で

　　　　　　(ザ)'(α)＝ザ'(α)；

　(ii)写像/十ｇ:び→Ｆは点αで微分可能で

　〔証明〕微分の定義から自明である。　ロ

　§２　特別な写像の微分

　命題2. 2. 1　£，ＦをBanach空間，びを£の開部分集合とする。

　(i) /:Ｕ→Ｆが定値写像ならば，ダは各点ズ∈びで微分可能で，戸(ズ)

ゴ5(零写像)である。

　㈲　y':び→ＦかＥからＦへの連統線形写像のび上への制限であるなら

ば，ダは各点3ceUで微分可能で

　　　　　　nx)=ダ

である。

　〔証明〕微分の定義から明らかである。ロ

　定理2. 2. 2E。　Ｅｏ，　ＦをBanach空間とする。ﾀﾞ:ＥいくＥ２万→Ｆが

連続な双線形写像ならば，ダは微分可能であって，点(α1，α2)∈£1×瓦

における微分は

で与えられる。ここで, AjS Ｅ１，hφ≡瓦であり，左辺は写像/'(α1，α2)

－138（3）－



と書く。さらに一般に，非負値関数θ:£→Ｒ士について

を満たすとき

と書く。

　/，　ｇが点ａｅＥの近傍で定義されたＦの値をとる写像で，整数肖＞o

に対して＼f(.x)-g{x)＼=o{＼x-副つ，ズ→αが成り立つとき，y八g'は点

αで排次の接触をするということがある。

　omicron記号と微分記号戸(α)を用いて(2. 1. 1)を書けば

となる。

　命題2. 1. 1　写像y･:び→Ｆが点,2で微分可能ならば，その点αにお

ける微分は一意的に定まる。

　〔証明〕y･，φ∈£{E;F)をともにy･の点αにおける微分とするとき，

Vh^E(p(h) =φ(h)を示せばよい。力＝75であるとき,<p{h)=φ(み)＝6で

あるから，以下では/z＝4＝Oを仮定する。　Ｚを実数中Oとすると

が成り立つが，ここで1→Oとすることにより，微分の定義からW{h)一

φ(み)けOであることがわかる。　ロ

　命題2. 1. 2　写像ﾀﾞ:び→Ｆが点ａｅＵで微分可能ならば，／は点α
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　　　Banach空間における微分（Ｈ）

　　　　　　　　　　　　　　関本年彦

　　　　第２章　Banach空間における微分

§１　微分の定義

この§ではＥ，　ＦをBanach空間，びを£の開部分集合とする。

定義2八１　写像y:Ｕ→Ｆが点α∈びで微分可能であるとは

を満たす連続線形写像（£)ＥＬ(Ｅ;　Ｆ)が存在することである。このとき，

９を写像／の点ａ｡における微分といい，『(α)，Df(α)などの記号で表す。

なお, f＼a)(h)はna)･ Ｋ　ｒ(a)hなどと書くのが習慣である。

　y'がびの各点で微分可能であると乱Ｕにおいて微分可能，あるいは

単に微分可能であるという。

　定義2. 1. 2　写像y゛:び→Ｆがびにおいて微分可能であるとき

なる写像を／の導写像という。

　y'の導写像ｆがびの各点で連続であるとき，y'はcl級，あるいはc

写像であるという。

　り(omicron記号)：関数α:£→Ｒが

を満たすとき
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