
　　　一般均衡モデルの根岸表現と存在証明

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　小　平　　裕

　1.はじめに

　経済を，いく人かの消費者の活動といく人かの生産者(あるいはいくつ

かの家計といくつかの企業)の活動の相互作用として捉える一般均衡理論

は，直感的には模索過程をイメージした超過需要関数に基づくモデルを用

いて, Walras (1874-77)により始められた。均衡解の存在について数学

的に厳密な議論を初めて展開したのは，1930年代のWald(1934-35)で

あり，その後1950年代にArrow and Debreu (1954), McKenzie (1954)

(1959), Gale (1955), Nikaido (1956)(1957)らによって，不動点定理を用

いた存在証明が与えられた。

　しかし，一般均衡モデルの表し方はこれに限られるものではない。本稿

の目的は，根岸(Negishi (1960)，根岸(1965))による社会厚生関数を利

用する表し方(いわゆる，根岸表現)を紹介し，均衡存在について別証明

を与えることである。

　上に紹介した1950年代の存在証明では，市場における需要と供給を等

しくする均衡価格体系の存在を示すことが中心となっている。これに対し

て，根岸表現は，競争均衡はPareto効率的な資源配分であるという厚生

経済学の基本命題を利用する。つまり，競争均衡の厚生経済学的性質，す

なわち社会厚生関数は，競争均衡において最大化されるという事実に着目

して，そのような社会厚生関数の存在を示すことを通じて，競争均衡の存

在を証明するのである。
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　2.モデル

　意思決定をする主体として，ｍ人の消費者(あるいは家計)とn人の

生産者(あるいは企業)かおり，l種類の財・サービス(以下では，簡単

に財と呼ぶ)が取り引きされる経済を考えよう。ただし, m, n, Iは有限

とする。財ｋ＝1,…,lは，物理的特性の他，配達の地点と期日により

区別され，１つの価格ハで取り引きされる。財空間はＲＩと表される／

次元空間となる。

　消費者ｊ＝１,・・･,mは，効用関数叫(｡)と初期賦存量CO．　ｅＲ'が与えら

れた時に，市場で成立している価格ρ≡iPuPi,…ヽPi)∈如において，

購入を希望する財の組合せ鳶（ρ)∈如を示す。効用関数は，各消費計画

ｘバこ効用水準哨収)を関係付けるものであり，以下で説明する仮定の下

では，さまざまな消費計画を整合的に順位付けることができる。

　消費者ｊの行う選択は，２つの点で制約される。第１に，どの財につい

ても負の量を消費することはできないという意味で，消費計画は実行可能

でなければならない。すなわち， 　ｘ^ＧＲｉである。第２に，自分の所得/z，

を上回る支出はできないという予算の制約を受ける。ここで，価格ρが

与えられた時，消費計画ｙ･の費用は岸,であるから，消費者ｊの予算制

約は

　　　　　　戸,≦/z，

と表される。

　消費者の所得み/は，賦存量貼を販売することから得られる収入ρ叫

と，配分される利潤の２つの部分からなる。後者は，次のように定義さ

れる。消費者ｉは，企業jの非負の割合θびを所有しており，この企業の

利潤づρ)から配当θij-^jip)を受け取る。なお，この馬(/7)の定義は以下

の(3)において与えられる。利潤は全て分配されると想定するので，全ての

パこついてΣら＝１である。したがって，消費者に)所得は
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と表される。

　消費者ｊの問題は，ここで次のように述べることができる。価格ベク

トルρと収入/z,が与えられた時，消費者ｉは，実行可能性制約ｘ,≧0

と予算制約戸;j≦ｈの下で，効用哨収)を最大にするようなｘjを選ぶ。

すなわち

　実行可能な生産計画の集まりである集合15で表される技術を与えられ

ている生産者ｊ=1,2,…,n は.労働や鉄，機械などの幾種類かの財を購

入し利用して，財を生産し販売する．｝でﾝ⊂Ｒ’である．産出量を正の値で，

役人量を負の値で測かることにすると，実行可能な生産計画乃∈｝5の利

潤は，y良知すなわちjpゐと表される．

　したがって，生産者jの問題は，次のように述べることができる．生

産技術集合y/が与えられた時，生産者は，市場価格ρに対して，実行可

能性制約乃∈｝でﾝの下で利潤万jを最大にするように乃を選ぶ．すなわ

ち
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と定義される。このベクトルの成分Zk(p)は，財ｋの需要が(初期賦存

量を含む)供給を上回る超過分を表している。

　もしある財について超過需要になっていれば，一部の消費者は自分の消

費計画を実現することができないから，自然な均衡概念は，どの財も超過

需要にならないことを要求することである。しかし，超過供給は無償で処

分することができると仮定するので，一部の財について超過供給があるこ

とは許される。超過需要均衡は，次のように定義される。

定義１(超過需要均衡)

　価格が≧0,ダ≠Ｏと超過需要z(ρ＊)は，もしzip*)≦Oであれば，超過

需要均衡を定義する。

　一般競争均衡を，消費者達と生産者達がそれぞれ(1)と(2)に従って行動す

る超過需要均衡として定義することができる。

定義２(一般競争均衡)

　価格ベクトルダ≧0,ρ＊≠Oによって支持される配分x;(i=h2,

…,m), y;(j= l,2,…，ｎ)は，以下の条件が満たされるとき，一般競争均

衡である。

一般均衡均衡の存在を証明するために，次の仮定を利用する。
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仮定C1(効用関数)

　全てのｉについて，叫脈)により与えられる効用関数嶋：机→凡｡は，

連続，厳密に凹，非飽和であり，哨(O)＝Oを満たす。また，効用関数侑

は，全ての財に関して増加的である。

仮定C2(賦存量)

　全てのｉについて，叫≧Ｏかつ貼≠O。また，ωI＞O。

仮定Ｐ(生産集合)

　生産者jの生産集合}いよ，無活動の可能性(oEがを持ち，コンパク

トかつ凸である。

　3.厚生経済学の基本命題

　本節は，一般競争均衡の規範的性質を紹介する。

定義3 (Pareto効率的配分)

　配分ｘ,≧0(i=l,2,…,㈲,y/Ｅy/(/＝1,2,…ぶ)は，もし以下の２つの条

件を満たすような他の実行可能な配分x;(i=i,2.…,m),y'(j=l,2.…，ｎ)が

存在しなければ, Pareto効率的である。すなわち

（ｉ）　実行可能

言い換えると，効用で測った時に，誰も悪化させることなく，少なくと
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も１人の消費者を良化させるような実行可能な他の配分(それは, Pareto

優位な配分と言われる)を見つけることができなければ，配分はPareto

効率的である。

命題１(第１厚生定理)

　生産者jの生産集合は非空かつコンパクトであるとし，消費者ｊの効

用関数は連続かつ非飽和であるとしよう。この時，もし存在すれば，価格

べクトルρ＊の下での競争均衡配分ろ＊(汪1･2･‥･･″7)･y/＊(/＝1,2,…ぶ)は

Pareto効率的である。

　(証明)

　価格ρ＊が与えられた時，所得Kニρ＊叫十Σ０げj(ダ)を持つ消費者の

効用最大化問題の解

を考えよう。最初に，任意の非負の消費に対して，次の２つが成立する

ことを示そう。

　（ｉ）を確認するために，ρ＊ぐ≦ρ＊ろ＊であると仮定しよう。このことは，

(4)においてがが実行可能であることを意味し，ろ＊の最適性に矛盾する。

（ⅱ）を確認するために，２つの場合に分けて検討する。もし最初の不等号が

厳密であり，後の不等号が成立しなければ,（ｉ）の場合に戻る。次に，もし

哨(が)＝ぬ(ろ＊)かつp*xf<p*x*であれば,効用の非飽和性により，哨(可)

＝ぬ(ろ＊)かつp*x''=p*x;であるようなベクトル可が存在する。このこ

とは，再び，ぐの最適性に矛盾する。以上で,（i)（ⅱ）の成立が確認され，

均衡配分ろ＊･乃＊のPareto効率性を証明する準備が整９だ。

　命題を否定して，この均衡配分に対してPareto優位な配分社回が存
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在すると主張しよう。すなわち，全てのｉについて

が成立し，少なくとも１人の消費者，例えばｓについては

が成立する配分粘ガが存在するものとしよう。上の（ｉ）（ⅱ）により,ｓを除

く全てのｉについては

が成立し，ｓに対しては

が成立するから，これらのｍ本の不等式を足し合わせて

を得る。

　ここで，配分粘ガは実行可能であるから

を満たしているので，（5）の左辺においてΣ回をΣ哨十Σガに置き換え

ても，不等号の向きは変わらない。したがって,(5)を

すなわち

と書き換えることができる。

　ここで，りは非空がつコンパクトであるから･生産者jの最適選択乃＊

は，集計的利潤最大化問題ｍａｘ【yｐ＊乃|乃∈】いぴ}の解でもある。よっ

て，不等式(6)は集計的利潤最大化に矛盾するので，均衡配分粘乃＊はPa-
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reto効率的でないという主張は誤りであり，命題が証明された。（証了）

　命題１が示すように，競争均衡はPareto効率的である。次に，競争均

衡を通じる分権的な方法で, Pareto効率的配分が得られるかどうかとい

う逆の問題を検討しよう。実は，消費者の間の移転を認めるならば，これ

は成立する。

定義４（移転を伴う競争均衡）1）

　価格ベクトルρ＊≧O･ρ*≠Oにより支持される配分ろ＊（μ1･2･…･″7）･が

り=1,2,…ぶ）は，以下の条件が満たされる場合，移転77を伴う競争均衡

である。

(ⅲ)全ての市場は均衡している。すなわち，Σ好一Σ乃＊－Σ貼≦o．

（ⅳ）移転の合計は０である。すなわち，Σ石＊＝O．

　ここで，私たちは次を証明する。

命題２（第２厚生定理）

　仮定Cl, C2, Pが成立すると仮定する。この時，社会厚生関数最大化
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は，移転を伴う競争均衡である。

　(証明)

　ここでは，最大化問題(7)において，定義４の条件が全て満たされるこ

とと, Lagrange乗数ρ＊は均衡価格として解釈できることを示せば十分

である。

　無活動の可能性が与えられた時，(7)は実行可能である。すなわち，効用

関数は連続であり，阿はコンパクトであることが与えられると，最大化

問題はコンパクトになる。また，それは凸でもあり, Slater条件が成立す

る2)ので, Lagrange乗数ρが存在する3)。全てのｉについてａ,＞Oであ

り，効用関数は非飽和であるので，ｐ゛≠ｏが従う。(7)を制約付き最大化問

題と見なして, Lagrange関数

を考えることができる。ここで，最適値を上添字＊で示すことにすれば，

全ての痢≧Ｏと全てのがワ/に対して，不等式

を得る。

　定義４の（ｉ）を示すには, i=sを除く全てのｉに対してx- = x*全てのｊ
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に対してy／二乃＊と設定する．この時･（8）は･全ての石≧Ｏに対して

となり，両辺を瓦＝古倍すると

を得る。これは，所得尽＊＝/7＊ぐを持９消費者ｊの問題(1)に対応するLa-

grange不等式に他ならない。以上で,（ｉ）が証明された。

　（ⅱ）については，全てのｉに対してXi=X*,j = Sを除く全てのｊに対し

て乃二乃＊と設定すると･(8)は

と書き換えられるが，これは生産者ｓは利潤を最大にしており，したが

ってρ＊ズ＝凡(ρ)であることを意味する。

　（ⅲ）の成立は自明であり，超過供給にある商品の価格が０になることは，

相楡吐スラック変数により保証される。

　(ⅳ)を確認するためには，最適において

である事実を利用する・ρ＊y万゜yyθijTTj (p*)であるから･移転

の総和は０になることが分かる。

　定義４の条件は全て満たされるので, Lagrange乗数ρ＊を均衡価格と

解釈することができる。（証了）

　命題２は，価格/7＊の下で, Pareto効率性は，生産者達と消費者達にと

り最適であり，また両立可能である配分を作り出すことを示している。し

かし, Pareto効率性は，両立不可能な配分も作り出す。そのような価格

/7＊と移転石＊が与えられる場合には，各主体は自分自身で財バランスを
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満たさない決定をすることができる4）。

　4.根岸表現

　根岸は，全ての消費者が自分の予算制約を満たすような非０の厚生加

重馬を持つ社会厚生関数の最大化を通じて，競争均衡が表されることを

示した。本節では，仮定Cl, C2, Pの下で根岸定理を証明する。

　根岸表現は，次のような社会厚生関数の最大化問題として定義される。

定義５（根岸表現）

ただし, aeS・は，各消費者ｉについて，予算制約

が成立するような厚生加重である。ここで，ρは，予算制約に関係する

Langange乗数ベクトルであり，ｘ,は効用最大化問題における最適であり，

馬㈲＝ｍａｘ{声JがΞｙjは生産者ｊの利潤関数である。

命題3 (Pareto効率的配分の性質)

　仮定Cl, C2, Pが満たされる時，以下の性質が成立する。

出　全ての7,∈M°(a,ω)に対して，ａ,４(回))≧μ回である。ただし，Ｍo

(ａ,ω)はLagrange乗数の集合である。特に, a: = 0であれば，�＝Ｏで

ある。
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（ｉｉ）　馬≧Ｏであれば，あるいはａｌ＞Ｏであれば，ぐ(ａ,ω)は連続関数であ

る。

（ｉｉｉ)馬≧Ｏあるいはａｌ＞Ｏに対して,uf{a,ω)＝罷である。全てのａ(≡am

に対して，ａ満o(ａ,ω)は連続である。

(iv) W(a,ω)は，ａに関して１次同次である。 aj≧Oあるいはａ１＞０に対

して，岬(（ちω)とぐ(ａ,ω)は，ａに関してＯ次同次である。 Lagrange乗

数の対応訂o(ａ,ω)は，ａに関して１次同次である。

(v) O MV,ω)。

(VD　もしａｌ＞Ｏであれば，財バランスは等号で成立する。

（Ｖｉｉ)もしａｌ＞Ｏであれば，全ての加Ξ訂o(ａ,ω)に対して,P>0である。

　(証明)

　目的関数は，連続か９凹である。仮定Ｐにより，y斤Ｏは実行可能であ

る。また，０∈}で/であり，ｘ,＝Oも実行可能であるから，制約集合は非空

である。}いよコンパクトであり，ｘ,≧Oであるから，制約集合はコンパク

トである。したがって，有界な最適解が存在する。さらに，仮定C2によ

り，ω＞Ｏであるから, Slater条件は成立し，有界なLagrange乗数が存在

する。

（ｉ）　これを証明するには，命題２のLagrange不等式(8)を利用する。すな

わち，全てのXi≧Oと，全ての乃∈}で/,加圧訂o(゜,ω)に対して

　全てのゾに対して乃＝がと, i=sを除く全てのＨこ対してX=JC°と設

定する。この時，(9)は，全ての刄≧Ｏに対して

　　　　　　(リら(ｾﾞ)－μx:?≧ａ，嶋(瓦)一戸，

を意味する。この不等式は, J!:,=0を含む全ての苓≧Ｏに対して成立しな
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ければならない。叫(O)＝Oであるから,　ａｓＵｓ(ぐ)一戸?≧Ｏであることが

分かる。ここで，ａ，＝Oは戸?＝Ｏであることを意味する。

（ⅱ）　a,>0に対しては，これは, U:(X,)の厳密な凹性から従う。最大化定

理5)により，回)(ａ,ω)の連続性が示される。 ai = Oかつa1＞Oに対しては，

その効用関数が全ての財に関して増加的である消費者１は，消費者ｉに

全く消費を残そうとはしないから，ろo＝Oである。馬＝０についても消費

は一意的であり，再び最大化定理により，連続である。

（ｉｉｉ）　前半は，包路線定理6)から従う。aiufia,ω)の連続性は，もしa,>0

であれば，上の(ii)から従う。また

であるから, a, = 0に対しても，ａμ4j)(ａ,ω)は連続である。

(iｖ)厚生加重を一律に何倍かしても，配分は変わらない。すなわち，Ｗ(｡)

はωに関して１次同次であり, uf(a,ω)と々(ａ,ω)はωに関して０次同

次である。 Lagrange乗数の対応M＼a,ω)が１次同次であることは, La-

grange乗数は賊ａ,ω)のωに関する劣勾配であることから従う。Ｗの

ωに関する劣勾配を

と定義しよう。この時,W(Xa,ω)=XW{a,ω)かつW{Xa,u;')=XW(a,uj')

であるから，もし坦圧死W(a,ω)であれば，知∈死Ｗ(仙,ω)であること

が従う。

(Ｖ)これは，各消費者の効用のある財に関する増加性と,aeS'"という事

実から従う。

(vi)algl(XI)は全ての財に関して増加的であるから，任意の財のバランス
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において厳密な不等号を持つ配分は，最適ではあり得ない。

（ⅶ）与えられた財ｈについて劣微分(1o)を考え，全てのk≠hについては

べ＝賊を，そしてぺ＞らを選択する。 alg1(ｘl)は全ての財に関して増加

的であるから, W(a,u')>W(a,ω)である。しかしこの時，ρが劣勾配で

あるためには，八は(1o)において正でなければならない。(証了)

　以上の準備の後に，根岸定理を証明する。

命題４(根岸定理)

　仮定Cl, C2, Pが成立するとしよう。成立する配分が一般競争均衡と

なるような，社会厚生関数の厚生加重ａ＊ｅ Ｓ”１が存在する。

　(証明)

　定義５の最大化問題を考える。この制約集合は有界であり, Slater条件

を満たしている。証明は命題３を利用して，２段階で行われる。最初に，

不動点対応を構築して，不動点が存在することを証明する。次に，その不

動点において，定義２の条件が全て満たされることを示す。

段階１：不動点対応の構築

　Lagarange乗数を与える対応と，厚生加重を改訂する関数を定義して，

不動点写像を構築する。

　Ｍo(ａ)で与えられる対応Ｍo:Å→雇を考える。ただし, A(=S"')は厚

生加重の集合であり，雇は計画のLagarange乗数の集合M＼A)={p＼p

G M {a),aeA}の凸包である。命題３の(iｖ)により，ａが単体の上に存在

するように制限しても，配分は影響されない。(Ｖ)により，０宍訂o(ａ,ω)で

ある。最大化定理により，この対応はÅにおいて上半連続であり，また

コンパクト，凸値である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　h(a,p)により与えられる連続関数/z:Å×訂→Åは，厚生加重を以下の

ように改訂する。各ａＥＡに対して，消費者ｉの支出を連続にするために。
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先ず，関数

を定義する。これは, (ii)と（ⅲ）により，全てのａに対して連続である。次

に，ａ,の現在の値を吊＝馬として記憶し，予算余剰Si((:x,p)=msix{pu}i

十Σ０げj(μ)－ら{a,p),O}が大きい時にはａ，を大きくするというよう

に改訂して，ａ,の新しい値を得る。すなわち

ただし，δは正の定数であり，μはΣ馬＝１となるようなスカラーであ

る。少なくとも１つの吊は正であるので，このようなパラメーターを見

付けることは常に可能である。また，馬(77)とら{a,p)は連続であるから，

Siia,p)は連続であり，（１1）は連続関数/zを定義する。

　Lagarange乗数対応Ｍo(ａ)と，関数hieリ)は，対応Ｇ：Ｃ→Ｃを定

　　　　　　　　　　　－義する。ただし, C=A×Ｍである。パラメーター集合Ｃは，コンパク

トかつ凸であるから，ＧはＣにおいて上半連続である。したがって，角

谷定理により，不動点(ａ＊,ρ＊)ＥＣが存在する。

段階２：不動点は均衡である

　不動点においては

である。私たちは，alから始めて，全ての馬は正であることを証明する。

al＝Oと仮定しよう。この時, (12)より，il＝Oである。０宍肘o(ａ,ω)であ

るから，あるハは正であることが分かっている。仮定C2により，消費

者１の賦存量は正であるから，消費者１の所得は正である。(i)により，

価格ρは，この不動点においてLagrange乗数となるから, ei(a,p)=pxi

が成立する。 sI＝Oであるから, pxi = Oでなければならない。しかし，

（ｉ）により，a1＝Oは戸1＝Oを意味するので，矛盾する。すなわち，均衡

ではα1＞Oであり，（ⅶ）によって，全ての八は正である。全ての消費者は

正の所得を持ち，消費者１と同じ理由によって，全ての消費者の厚生加

　　　　　　　　　　　　　　－185－



重は正である。

　次に，予算余剰蜀は全てのｉについて０であることを示そう。(vi)によ

り，財バランスは，等号で成立しなければならない。しかも，価格ρに

おいて，全ての消費者が正の予算余剰を持つことはできないので，ある消

費者の余剰は０でなければならない。しかし，この時，全てのｉについ

て予算余剰が０であるには, (12)においてμ＝1が成立しなければならな

い。

　以上で，根岸均衡の存在，すなわち予算余剰が０である社会厚生最大

化問題の解の存在が証明された。命題２により，これは一般競争均衡で

ある。最後に，予算余剰は０であるから，一括移転の必要はない。(証了)

　根岸定理の内容を直観的に理解するために，生産の行われない２消費

者の交換経済を考えよう。

ただし, Qi ,Q:2≧0，al十q;2= 1であり，ρはLagrange乗数を表す。

　各(ａぃa2)に対して，解(ｘ1,ｘ2)は一意的である。同時に，もし命題３

の（ⅶ）が成立するとすれば，ρは一意的であり，al＞Oに関してp(a)は連

続関数である。それゆえに，各消費者の予算制約は

である。

　もしａ１＝Ｏであれば，消費者１は重要ではなくなり，（1３）の解は，命題３

の(i)によってμx;1(ａ)＝Oとpx2(a)=p(ωI十ω2)となり，したがって

かl(al,a2)＞Oである。連続性により，正のしかし小さな値のalに対し

ても，ｂ1(ａいa2)は正ではあるが，０に近い値を取る。同様に，１に近い

alに対しては, bi(ai,a2)は負になる。ｂ1(ａいa2)は連続であるから，

ゎ1(al,a2)＝Oとなる(al,a2)の値が存在する。ρ(ｘl十X2)=P{ω1十ω2)で
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あるから，必然的にｂ2(ａいα2)も０に等しくなる。この様子は，超過予

算関数みI(al)＝み1(a1,1－a1)を描いた図に示されている。したがって，

均衡は有界な開区間(O,１)の上に存在する。

　　　　　　図：２消費者の交換経済における超過予算関数み・1)
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