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1.はじめに

　私たちは，前稿（小平（1998））において，一般均衡モデルの根岸表現を

取り上げ，均衡の存在証明を与えた。本稿では，この枠組みを拡張して，

時間の流れを取り入れ，計画視野time horizonが無限大である場合を考

察したい。

　一般均衡モデルでは，通常，消費者と生産者という２種類の経済主体

が想定される。生産者については，これを企業と考えれば，無限の寿命を

想定することも不自然ではない。一方，消費者については，計画視野の長

さが有限から無限に延長される場合に，寿命も無限になると考えると不自

然さが生じるので，多少の工夫が必要となる。無限計画視野を表すモデル

は，消費者の寿命についての想定によって，王朝モデルdynasty model

と重層世代モデルoverlappinggenerationsmodel の２種類に分けられる。

　王朝モデルは，１人１人の消費者の寿命を無限であると考えるが，消費

者の数は有限であると想定する。各消費者は，無限の長さの生涯にわたる

富制約の下で，生涯効用を最大にするように行動する。

　重層世代モデルは，王朝モデルとは対照的に，１入１入の消費者の寿命

は有限であると考えて，各時点には有限の数の，年齢の異なる消費者がい

ると想定する。そして各世代は重なり合っていると仮定する。したがって，

計画視野を通じると，モデルには無数に多くの消費者がいることになる。

このモデルでは，各世代が互いの効用を予測しながら，将来世代に遺産を

残す（あるいは将来世代から借り入れる）無限の寿命を持つ家族が説明され
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る。各家族の富制約は，無限計画視野にわたる。

　両モデルは数学的構造のみならず，経済的意義も異なる。本稿では，王

朝モデルを考察することにして，重層世代モデルの考察は別の機会に譲る。

本稿の構成は，以下の通りである。先ず，無限計画視野の王朝モデルが，

各消費者が自分の異時点間予算制約を満たすような根岸計画として定式化

できることを示し（第２節）,この計画に厚生加重が存在することを証明す

る（第３節）。すなわち，所与の厚生加重（根岸加重）を持つ異時点間厚生最

大化問題の検討から分析を始め，次に予算制約を導入して，これらの制約

を満たすように加重を調整する。最後に，有限計画視野モデルの場合と同

様に，この解は競争均衡であり，したがってPareto効率的であることを

証明する（第４節）。

2.根岸表現による王朝モデル

　無限計画視野問題では，消費者の効用関数μｉｔ（｡）や賦存量ωｉｔ，生産者

の変形関数Fｊｔ（・）は，時間に依存するものとして期間の数だけ存在する。

すなわち，それらの数は無限になり，分析を困難にする１つの原因とな

っている。これらの数を有限にすることができれば，分析はずっと容易に

なる。そのために，無限の寿命を持つ消費者の効用関数を帰納的に表すこ

とにする。変形関数については，その調整を資本ストックkｊｔの蓄積とし

て表すこと，企業毎に技術を分けないことにすれば，その数を有限に留め

ることができる。ただし，kｊｔの次元を適当に（例えば，労働を含むょうに）

拡張する必要がある。賦存量については，一般性を失うことなく，集計的

純供給yバこ総賦存量Σ叫を含めることができる1）。

　分析を行い易くするための以上の工夫を施すと，無限計画視野の異時点

－56－



間効用最大化問題は次のように表される。与えられた初期資本ストック

Κ1に対して

　異時点間効用最大化問題(1)は，無限の数の商品と，無限の数の商品バラ

ンスを含む無限次元空間において定義されているので,標準的なLagrange

乗数理論をこれにそのまま適用することはできない。

　さらに，(1)の解は有界でない可能性がある。ktが与えられた時，y。

恥士I(したがって全てのろ,)は，明らかに有界であるが，蓄積を通じてん，

の一部の成分は無限大になる可能性がある。またこのことから，目的関数

が非有界になる可能性がある。目的関数が非有界である場合には，根岸表

現による証明において必要とされる予算赤字を計算することはできない2)。

次の仮定は，この事態を回避する。

仮定ＣＤ１(王朝効用関数)

田　罵:町×刄→R, WXX:, Udは，連続，厳密に凹，暇士×沢の上で連続

微分可能である。

（ⅱ）　W,(;c,ui)は，ｘバこ関して非飽和であり, i=lについてｘに関して増

加的である。
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（ⅲ）　罵(0,0)＝0

（ⅳ）　割引

　全てのｉについて共通な，ある与えられた７∈(0,1）に対して，

ｏ鴇ド白

(Ｖ)ｗμ。哨)は，上界ｙによって一様有界である3)。

　初期ストックに関する次の仮定ＣＤ２は，全ての消費者が正の所得を持

つことを保証する。

仮定ＣＤ２(初期ストッ列4)

　第１期には，各消費者ｉは非負かつ非Ｏの初期ストックら≧0，鳥1

芦Ｏと･そのベクトルの第１成分(例えば労働)の正のストック恥1,1≧0

を持つ。Σ鰯をんIと書く。

　変形関数に関する次の仮定ＰＤは，収穫は規模に関して不変であるこ

と，初期資本ストックから出発して正の消費が可能であるような資本スト

ック水準に到達できること，どの資本ストックも涸渇しない(持続可能性)

ことを仮定する。

仮定ＰＤ(変形関数)

（ｉ）　F(y。恥士1,島)は，凸，削,恥士1,一島)に関して非減少的，一転に関し

て増加的である。ただし，転は第ｔ期における資本財１(例えば，労働)

の集計的ストックを表す。

　制約F(y,,k,士1,島)≦Oは，以下の性質を満たす。

（ⅱ）　１次同次性
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　もしFiyuk,士ukt)≦Ｏであれば，任意のÅ＞Ｏに対して, F(Xy,, Xk,士1，

駄)≦Ｏが成立する。

(iii)　有界性

　任意の与えられた有界なんに対して,　:)'tと脳_1は上から有界である。

そして

(iｖ)集合Ｍ＝{ん＞Ｏげ(到ｋ冰)＜0,y＞O}は非空である。

(Ｖ)値k　Ｇ　Ｍ∩(0,ん1)が存在する。ただし，　k^は初期ストックである。

　仮定ＰＤにおいて，もしたI,が増加するならば,（i)により，産出量が増

加する財は，少なくとも１つはある。したがって，初期ストックん11＝

Σ削11(労働)の影の価格は正になり，(仮定ＣＤ２にょり)全ての消費者は

正の所得を持つ。(ii)は，ストック孔をλ倍(Å＞O)することは，純産出

量yrとストック秘±1も入信に増やすことになることを意味する。つま

り］ii)は，各期ｔにおいて，産出物の価値はストック投入物の価値に等

しく，諸要素への報酬として完全分配されることを保証する。(iii)は，　k,が

有界である限り，全てのｔについて，産出物の価値は有界であることを

意味する。(iｖ)は，技術は一定量の全商品を何時までも生産することを可能

にすることを保証し，(Ｖ)は，利用可能な初期ストックだ1はこの水準に達

するのに十分であることを保証する(したがって，最大化問題(1)の制約集合に

は，厳密な内部がある)。

3.根岸均衡の存在

　仮定ＣＤ１では，割引率は消費者によって異なると想定されるので，無

限計画視野問題を動的計画法で表すことはできない。代わりに, Lucas and

Stokey (1984)にしたがい，１期間計画の点列を定義して，無限計画視野問

題を有限計画視野問題の点列に帰着させよう。すなわち，各期の計画のそ

れぞれにおいて，第ｔ期になされた決定の将来効用と将来資本ストック
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に対する効果は全て，(％,士1,∀仁恥＋1)∈(叉±1という条件により表される。

　ここで，集合(刄1が凸計画法5)で必要な諸性質を持つことを示す必要

がある。問題(1)は，次のように書き換えられる6)。

また，全てのｉについて。t,=lである。叫は，第ｔ期の与えられた正の

厚生加重である。

　問題(2)は，このように，１期間計画の点列を定義する。以下において，

各消費者の支出は第１期の最大化問題から賄うことができること，した
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がって第１期の問題にだけ注目すれば良いことが分かる。

命題１(王朝根岸均衡の存在)

　仮定CDl ， CD2, PDが成立するとしよう。この時，最大化問題(2)の

解か予算赤字Ｏを生み出すような正の厚生加重ａ,1＊が存在する。

　(証明)

　証明は３つに分かれる。(I)では，問題(2)の集合G2が非空，コンパクト，

凸であり，したがって(2)は標準的な凸計画であることを示す。次に(Ⅱ)では

これを利用して，(Ⅲ)で必要とされる予算赤字関数を導く。(Ⅲ)では，予算赤

字関数を使い，根岸定理（前稿命題4)と同じように厚生加重を調整する

ための写像を定義する。

（Ｉ）G2は，非空，コンパクト，凸集合であるo t=2に対して，全てのろ,t+T!

Uu+r,ん,＋パこ９いてＯという値は実行可能であるから，非空性は自明で

ある。痢Iの有界性は，仮定PD(iii)から従う。哨2の有界性は，仮定ＣＤ１(Ｖ)

から従う。凸性を証明するために，Ｇ２１に属するr＝1とr=l,2,…につい

て２°の異なる点列住お。,哨｡白湯白}を考えよう。各制約は有限の数の

変数を持ち，凸であるから，各７について各制約を別々に確認できるよ

うに，任意の凸結合もまたG2に属する。それ故に，その集合も凸である。

閉性の証明は技術的であり，ここでは省略する。Lucas and Stokey (1984,

補助命題1)を見よ。

　したがって，(2)は，厳密に凸である目的関数と，非空，コンパクト，凸

の制約集合G2を持つ凸計画である。よって，解か存在する。価値関数は

有界，連続である。摂動定理により，価値関数は凸，ａに関して増加的，

た1とzいこ関して凹である。仮定ＰＤ(iｖ)(Ｖ)により，実行可能集合には厳密

な内部がある。したがって, Lagrange乗数φ1∈Ψi(q;i, ku n)を定義す

ることができる(Ψ1(･)は，制約だ1≦らに関わるLagrange乗数の集合である)。

(Ⅱ)予算赤字を導出するために，最初にKehoe (1991)にしたがって消費
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者支出を計算し，有限の数の変数を持つ連続関数として表す。消費者支出

は，静学モデルにおいては,Euler条件8)によって，全支出マイナス消費

者余剰として定義され

　したがって，消費者ｊの予算赤字関数は，与えられたψIEΨ1(al ，

ｋ１,η）に対して

(3)　　　t>i(a^,石臼7謹1)＝馬1∂
ｙ(ぶ言1'

″)－∂ｙ(ぶに1'″)一礼ki1

　　　　　　　　－である。ただし，k1は消費者達により所有される初期ストックのベクト

ル(だ11,k21,…漬巾…沃。1)を表している。再び，包路線定理により，(3)

　　　　　　　　　　　　　　　　－の右辺の最初の２つの項は，(叫ん1リフ)に関して連続である。第３項は

明らかにψ1に関して連続である。よって，恥は連続である。

　また，ｙＯはalに関して１次回次であり，(だ1, n)に関して１次回次
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と表わされた。王朝モデルでは，これは

と表される。仮定ＣＤ１(i)により，篤は厳密に凹であり(したがって最適な

知と侑2は一意的である)，連続微分可能である。包絡線定理9)により，価

値関数ｙＯはａと,パこ関して連続微分可能であり，これは以下を与え

る。



である。したがって, Euler条件とＫｕhn-Ｔｕｃｋｅr条件1o）は，（仮定ＰＤの

同次性を使うと）全てのφ1∈Ψ1（al，ん1,z7）に対して

を意味する11)。全てのｉに対してｒi;＝1であ凱私k1＝φ1Σ恥1である

から，全ての正のａＨに対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　－が従う。すなわち，予算赤字bi (q!i,k^, n, Vi)は，連続関数であり, a.

に関して１次回次である。また，全てのφ1∈甲1(al，ん1，ｎ)に対して，

Σ紅＝Ｏである。

（Ⅲ）　以上で，根岸定理(小平(1998,命題4))の証明手順を利用する準備

が整った。すなわち，この問題(2)に，根岸均衡，すなわち予算赤字Ｏの

解を生み出すようなａ,1が存在することを示すことができるにこで, ^1

とｎは変化しないので，予算赤字はalとか1のみの関数になる)。仮定ＣＤ２と

仮定ＰＤ(i)は，均衡のａ,Iが正であることを保証する。消費者１の効用は

全ての商品について増加的であるので，全ての価格も正である。(証了)

　命題１は，均衡根岸加重を見付けることができることを示している。

それらの加重を使えば, t=lの問題(2)から，全てのｉについてｘ,1と叫2の

均衡値を，そしてん2とylの均衡値を，そして関係するLagrange乗数と

して価格ρ1とφ1の均衡値を計算することができる。z＞1についての配分
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と価格を計算するには，r＝2,3,…についての問題(2)の点列を解くことが

必要である。さらに，このように得られた点列が競争的王朝均衡であるこ

とを証明する必要がある。

4.王朝競争均衡の存在と効率性

　私たちは王朝均衡を次のように定義する。

定義(王朝競争均衡)12)

　ぐ,の任意の有界点列に対してΣ凡て< ooとなるような，価格ベクト

ル孵とＲ＊≧0, t=l,2.…によって支持される配分岬，が，ら＊けべて

のｉについて)は，もし以下の条件が満たされるならば，王朝競争均衡で

ある。
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　王朝競争均衡の定義の条件（ｉ）は，賦存量としてｋ1＝Σkｉ1を所有する

消費者達から，生産者は価格ψ1で初期資本ストックん1を賃借しなければ

ならないことと，第２期以降，全てのストックは生産者問題の変数であ

ることを教える。規模に関して収穫不変である(仮定ＰＤ(ii))ので，消費者

達に分配されるべき利潤はない。(ⅱ）では，消費者ｉは,刺kdに等しい総

富を持ち，全計画視野にわたる支出をこの範囲に抑えるという異時点間予

算制約を持つ。（ⅲ）において，市場均衡が特定される。すなわち，生産者問

題から取り出された第１期の資本ストックに関する制約(式(2)と比較せょ)

が，市場均衡条件として扱われる。均衡においては，生産者が田において

計算する資本需要だ1が，k1を上回ることのないような水準の価格ψIが

成立する。

　命題２は，王朝根岸均衡から得られる配分を，定義の王朝競争均衡に

関係付ける。

命題２(王朝競争均衡の存在と効率性)

　仮定CDl, CD2, PDが成立するとしよう。この時，王朝根岸均衡は

王朝競争均衡であり, Pareto効率的である。

　(証明)

存在：私たちは，厚生最適は競争均衡であることを証明した静学の場合の

命題(小平(1998,命題2))と同様に，証明することができる(ただし，移

転はここでは命題１によりＯになる)。ここでは証明を与えず, Debreu (1954)

の無限次元商品空間に関する第２厚生定理に依存する（ここでは，無限次元

は，無限計画視野によるものである)。仮定ＰＤ(iｖ)(Ｖ)は，その計画の実行可能
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集合に厳密な内部があることを保証する。これは, Slaterの制約条件13）

のように，「Lagrange乗数」にこでは，線形汎関数φ（･））が存在し，消費者

ｊの異時点間支出をφ収1,ｘ,2,…）として，利潤をφ（y1,y2,…）として計算

できることを意味する。 Prescott and Lucas（1972）は，問題（2）の点列によ

り生み出される価格ハは，この線形汎関数を構築するのに利用できるこ

とを示している14）。

効率性：この均衡は，全ての消費者について正の加重を持つ厚生計画から

得られるので, Pareto効率性は自明である。（証了）
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